SISTEMAS
DE ECUACIONES.
METODO DE GAUSS
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Ecuaciones y sistemas de ecuaciones con dos incognitas

1. ¢Podemos decir que las dos ecuaciones siguientes son dos “datos distintos”? ;No
es cierto que la segunda dice lo mismo que la primera?

2x+ y=5
4x + 2y =10

B Represéntalas graficamente y
observa que se trata de la misma
recta.

Se trata de la misma recta.

Ui

H Pon otro sistema de dos ecuaciones
con dos incognitas en el que la
segunda ecuacion sea, en esencia,
igual que la primera. Interprétalo
graficamente.

x+ y=1
3x+3y=3

Graficamente son la misma recta.

x+Hy=1
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2. Observa las ecuaciones siguientes:
2x+ y=5
x— y=1
x+2y=4

B Represéntalas y observa que las dos xtl2yla x-ly=N
primeras rectas determinan un pun-
to (con esos dos datos se responde a
las dos preguntas: x=2,y=1) yque
la tercera recta también pasa por ese
punto.

@y

Ui

B Da otra ecuacion que también sea
“consecuencia” de las dos primeras x—ly=1
(por ejemplo: 2 - 12 + 3 - 28, | H2yrd
represéntala y observa que también
pasapor x=2,y=1.

(@A)

e

2-12+43-22 > Tx—yp=13

2xty =5

3. Observa que lo que dice la segunda ecuacion es contradictorio con lo que dice
la primera:

2x+y=5
2x+y=7

B Represéntalas y observa que se trata
de dos rectas paralelas, es decir, no
tienen solucion comin, pues las
rectas no se cortan en ninguin
punto.

H

2x Hy =[5
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B Modifica el término independiente de la segunda ecuacion del sistema que
inventaste en el ejercicio 1y representa de nuevo las dos rectas.

Observa que lo que dicen ambas
ecuaciones es ahora contradictorio y
que se representan mediante rectas
paralelas.

x+ y=1
3x+3y=0

} Rectas paralelas:
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1. Sin resolverlos, ;son equivalentes estos sistemas?

x+ y—-z=5
a){ x+y=5 b){x+y—z=5 o y - d){x+ y—z=11

2x—y=7 x+ =7 xry _ x+2y—z=17
y ng 2x + 2y —z=12 Y-z
x+y=5 z=2 z=2 x+y—z=11
3x =12 x+y =7 x+y =7 y =—4
a) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de sumar las dos que tenia-
mos.

b) Hemos sustituido la primera ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.

©) En el primer sistema, la tercera ecuacion se obtiene sumando las dos primeras. El
resto es igual que en b).

d) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.
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1. Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:
2x+ y=1 x+ y+z=6 x+y+z=6 x+y+z=6
a)i3x+2y=4 b) y—-z=1 O {x+y+z=0 d) y—-z=1
x+ y=3 x+ 2y =7 x -z=0 z=1
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a)2x+ y=1 - y=1-2x
3x+2p=14 1-2x=3-x > x=-2, py=3-(2=5

x+ y=3 - y=3-Xx
Veamos si cumple la 22 ecuacion: 3 - (=2)+2-5=-6+10=4
Solucion: x =-2, y=5. Son tres rectas que se cortan en el punto (=2, 5).

bDx+ y+z=6

y—z=1
X+ 2y =7

La 32 ecuacion se obtiene sumando las dos primeras;
podemos prescindir de ella.

x+y=6-z| x=6-2z-y=0-2z-1-2=5-2z
y=1l+z| y=1+=z

Solucion: x=5-2\, y=1+L z=A Son tres planos que se cortan en una recta.

OXx+y+z=0 Las dos primeras ecuaciones son contradictorias.
xX+y+z=0 El sistema es incompatible.
X -z=0 Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.
dDx+y+z=06 z=1
y—z=1 y=1+z=2
z=1 x=6-y—-2z=06-2-1=3
Solucion: x =3, y=2, z=1. Son tres planos que se cortan en el punto (3, 2, 1).

2. a) Resuelve el sistema: { x+2y=3

x— y=4
b) Afiade una tercera ecuacion de modo que siga siendo compatible.
c) Afiade una tercera ecuacion de modo que sea incompatible.

d) Interpreta geométricamente lo que has hecho en cada caso.

-1
a)x+2y=5} x=3-2 3-2y=4+y > -1=3y — y—?
x— y=4 x=4+y 11
4 4——=—
NEATy=Am3Ey
., 11 1
Sol PXE =, Y= —
olucion: x 3,y 3

b) Por ejemplo: 2x + y =7 (suma de las dos anteriores).

¢) Por ejemplo: 2x+y=9

uol,L
=

dDEna) — Son dos rectas que se cortan en (13—1,

Enb) — La nueva recta también pasa por (% ?1)
11 -1 . L .
33 ) No existe ninglin punto comun a

las tres rectas. Se cortan dos a dos.
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1. Reconoce como escalonados los siguientes sistemas y resuélvelos:

_ 2x =6
a){Sx 5 :7 b){ x+y+3z=7
X=2y=5 5 - z=4
2x —-2t=6 2x +3z=0
! x+y+3z = Dy x+3y— z=7
5 — z+ t=4 4x =4
o7
a) 3x =7 5 Solucion: x=1, y=ﬁ
xX—=2y=5 _x=-5_—4 3 3
Y
b) 2x =6 2x =6 x=3
x+y+3z=7 5x - z=4 z=5x-4=11
5x - z=4

x+y+3z=7| y=7-x-32=7-3-33=-29
Solucion: x =3, y=-29, z=11

c) 2x -2t=6 2x =6+2t x=3+t
xX+y+3z =7 5x - z=4-1 z=5x—-4+1=11+ 6¢
S5x - z+t=4 x+y+3z=7 y=7-x-3z=-29-19¢

Soluciones: x =3+ N, y=-29—-19\, z=11+06A, 1= 1A

d2x  +3z=0]| 4 =4 L _
x+3y— z=7 2x +3z=0 3

3
4x =4 x+3y— z=7 _J-x+z 16
y=Ll—""=-2
3 9
. 16 -2
Solucion: x=1, y=—, z=—
‘ YT 3
2. ;Son escalonados estos sistemas? Resuélvelos:
z+ t=3
y+3z-2t=4 x+y+z=7
b
) 2z =2 ) 2x —z=4
x — z+2t=5
2y+ z=1
x+ty+z+t=3 d _
C){x—y -5 ) 2y 1

x+2y+2z=1
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a) z+ =3 2z =2 z=1
y+3z-2t=4 z+ =3 1=3-2z=2
2z =2 y+3z-2t=4 y=4-3z+2=5
X - z+2t=5 x - z+2t=5 X=5+z-2t=2
Solucion: x=2, y=5, z=1, t=2
x=2+2
b) x+y+z=7} 2x =4+z 2
2x —z=4 x+y=7-z y=7—z—x=5—3—22

Soluciones: x=2+\, y=5-3\ z=2L

Ox+y+z+t=3 X =2+y x=2+y
x—Y =2 X+z=3-y—1 z=3-y—-1t-2-y=1-2y—1¢

Soluciones: x =2+, y=A, z2=1-2"h—W, 1=

1
d) 2y + z=1 2y =1 Y=
2‘)} =1 2y+Z=1 Z=1_2y=0
x+2p+2z=1 x+2p+z=1 x=1-2y-2=0
L 1
Solucion: x =0, y= > z=0
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3. Transforma en escalonados y resuelve:

x— y+3z=—4 x+y+z= 06

A x+ y+ z= 2 b)) x—y—-z=-4
x+2y— z= 6 3x+y+z= 8

a) x— y+3Z=—4 1a xX— y+3z=—4 12 x—y+3z=—4
x+ y+ z= 2 28— 2 2y—2z= 6 28:2 y— z=
x+2p— z= 6 F=1E 3y—4z=10 3 3y — 4z =10
12 X—y+3z=—4| z=-1
22 y— z=3  y=3+z=2
3¥-3-2 == 1| x=-4+y-3z=1
Solucion: x=1, y=2, z=-1

b) x+y+z= 06 1 . x+y+ z= 6 12 xX+y+z=06
X—y—z=—-4 22 =12 -2y —2z=-10 2. (L2) +2=5
3x+y+z= 8 3¥-3-1 2y —2z=-10 yrz

(Podemos prescindir de la 32, pues es igual que la 22).
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X+y=6-z | x=6-z-y=6-z-5+z=1
y=5-z

Soluciones: x =1, y=5—-A, z=1

4. Transforma en escalonado y resuelve:

x— y+3z = 0
3x -2y -5z + 7w =-32
x+2y— z+3w= 18
x—3y + z+2w=-26

x— y+3z = 0 12 x— y+ 3z = 0
3x — 2y -5z + 7w =-32 B=30 i y—ldz + Tw = -32
x+2y— z+3w= 18 3% -12 3y— 4z +3w= 18
xX—=3y+ z+2w=-26 ikl -2y — 2z+2w=-26

12 x—-y+ 3z = 0 12

28 y—ldz + Tw=-32 28

30-3 22 38z — 18w = 114 3:2

42+ 222 —30z + 16w = —90 15-32 +19 - 42
w=0

x—-y+ 3z = 0

y—ldz + TJw=-32 Z=—57I99w=3
19z- 9w= 57 _ N _
34w= 0 =32+ 14z — 7w =10

x=y-3z=1

Solucion: x=1, y=10, z=3, w=0
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1. Resuelve estos sistemas de ecuaciones mediante el método de Gauss:
x+ y+ z=2 3x—4y+2z=1 x =2y =3
a)] 3x-2y— z=4 b){2x-3y+ z=2 ) {2x+3y+ z=4
2x+ y+2z=2 5x— y+ z=5 2x+ y—5z= 4
a) x+ y+ z=2|/1 1 1 |2 12 1 1 1] 2
3x-2y— z=4[3 2 -1 | 4| > =30 0 -5 4| 2| >
2x+ p2z=2|\2 1 2 |2 i 0 3 416
" 1112 x+ y+ z=2 Z=32 »
— 22 (D 05 42| > 5y + 4z =2 y==2—E-
FeHaxEa 0 0 8 |24 2z = 24 >
x=2-y-z=1

Solucion: x=1, y=-2 z=13
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b) 3x—4y+2z=1 3 -4 2 1 12232 -7 =2 0| -9
2x-3y+ z= -2 =3 1 | 2| 5 220-3 -7 =2 0|3
Sx— y+ z=5 5 -1 115 3¢ 5 -1 115

Las dos primeras ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

C) X — Zy =3 1 -2 0 -3 12 1 -2 0 -3
2x+3y+ z= 4 (—2 3 1 4) — 28+2-12 (O -1 1 —2) -
2x + y_SZ= 4 2 1 -5 4 32-2-12 0 5 =5 10

12 1 -2 0| -3
o o (0 101 _2) N x—2y =— } =-3+ 2y
304528 0 0 0 0 WV tz=-2 =2+

Soluciones: x=-3+2\, y=\ z=-2+A

2. Resuelve mediante el método de Gauss:

2x— y + w=0 2x— y + w= 9
X— y+2z=2 _ _
a) +3p+ 223 byl X2 =0 ) x-2y+z =11
_x+3y+52:3 S5x— yt+tz+ w=0 S5x— y+z+ w=24
¥royToEs 5x—-2y—z+2w=0 5x-2y—z+2w= 0
) x— y+2z=2 1 -1 22 = 1 -1 2|2
—X+3y+ z=3 -1 3 1 3] > 22+12 0 2 3 51 -
X+ y+5z=7 11 517 3 -1 0 2 3|5
+22=2 R
— XTyreEm Al XoymLsLE s 32 s 3z
2y+3z=5 2y=5-3z | y=—% ~5-1=

5 32 _9 7z

xX=2-2z+2_2 -2 _ /%
2 2 2 2
. S _9 _5 _
Soluciones: x = ?—77\., y= ?—BX, z =2\

b) 2x — y + w=0 2 -1 0 1 0 12
x—-2y+z =0 1 -2 1 010 N 28
S5x— y+z+ w=0 5 -1 1 110 3#-1
Sx—2y—z+2w=0|\5s -2 -1 2|0 -2
2 -1 0 110 12 2 -1 0 110
1 -2 1 0 0 N 22 1 -2 1 0 0 N
3 0 1 010 3% + 48 4 0 0 010
1 0 -1 010 # 1 0 -1 010

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss o



26—y +w=0 x=0
N x—-2y+z =0 z=0
4x =0 y=0
X -z =0 w=20

Solucion: x=0, y=0, z=0, w=0

O2x-y +w=9 2 -1 0 119 »
xX-2y+z =11 1 -2 1 0 11 N 22
Sx— y+z+ w=24 5 -1 1 1 |24 3818
Sx—-2y—z+2w= 0 5 2 -1 210 42212
2 -1 0 1] 9 12 2 -1 0 1] 9
1—21011_}23 1—21011_>
30 1 0 15 3 dF 4 0 0 0] -3
1 0 -1 0l-18 i 1 0 -1 0/-18

2x—y +w= 9
xX—-2y+z = 11
4w = -3
X -z =-18
Solucion: x = = y=1_1 Z=Q w=22
47 47 4’ 4
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1. Discute, en funcion del parametro &, estos sistemas de ecuaciones:

4x+2y =k 4x + 2y =k
a)y x+ y—z=2 b)) x+ y—z=2
kx+ y+z=1 kx+ y+z=0
a) 4x+2y =h 4 2 0 k 12 4 2 0 R
X+ y-z=2 11 -1 2] > 2 1 1 -1 2| >
kx + y+z=1 k1 1 1 32+ 22 k+1 2 0 3
12 4 2 0| k
— 2 1 1 -1 2
3212 k-3 0 0 |3-k
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e Si k=3, queda:

4 2 0 |k
11 -1 2| 5 %+ y—z=2 X—z=2-y N
00 0 |0 4x + 2y =3 | 4 =3-2
_3-y 3y
YT TR T AT
z=x—2+y=3 Y 2+ =_—522y=—45+%

Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: x = % -\, y=2\ z= __45 + A

e Si k#3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

x+ y—z=2

4x + 2y =k
(k—3)x =3-k
3-k
-2-%_1
-
y=/e—4x=/e+4=2+£
2 2 2
Z=x+y—2=—1+2+£—2=—1+£
2 2
Solucion: x = -1, y=2+£, z=—1+£
2 2
b)4x+2y =k 4 2 0 k 12 4 2 0
x + y_Z=2 1 1 -1 21 — 22 1 1 -1
kx + y+2=0 k1 1|0 32+ 22 k+1 2 0
12 4 20 k
= 2 1 1 -1, 2
== k—=3 0 0 |2-k
° Si k=3, queda:
4 2 01 3
1 1 -1 | 2| Elsistema es incompatible.
00 0 |-1

e Si k+#3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

x+ y—z=2
4x + 2y =k
(k—3)x =2-5k
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x=r3
_k—4x _ k*+k-8
Y 2 2k -6
2-k  kP+k-8 k% —5k+8
=x+)y-2-= + _2=
Y k=3 2k-3) 2k -6
— 2 2
Solucion: x=/26_/§, y= kz‘l;/_egS, L=k 2—/:_/664-8

2. Discute estos sistemas de ecuaciones en funcion del parametro k:

kx+y—z=8 x+ y+ z=1
a)| x+y+z=0 b) y+kz=1
2x tz=k x+ 2y =k

x+y+z=() 1 1 0 22

a)/ex+y—z=8 k1 -1 8 12 — 22 k—1 0 2
N 11
2x tz=k 20 k 2 0

32 1
138 +2-32 k+3 0 0 8 + 2k
— 28 1 1 1 0
32 2 0 1 k

e Si k=-3, queda:

0 0 O 2
1 1 1 0| Sistema incompatible.
2 01

e Si k#-3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

(k+ 3)x =8+ 2k
x+y+z=0
2x +z=k
x=8+2/e
k+3
2= k—2x =K =k=16
k+3
k2 —k+8
=_x_ =
Y &+ 3
. _8+2k _ R*P-k+8 __ Rk -k-16
Solucion: x 513 %13 b+ 3
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b) x + y+ z= 1 1 1 1 1a 1 1 1 1
Y+ kz= 01 &k 1] —» 28 01 & 1 | -
x+ 2y - 120 |k e 01 -1 k-1
12 11 1 1
20 01 &k 1
302 00 -1-k | k-2
e Si k=-1, queda:
1 1 1 1
0 1 -1 | 1) Sistema incompatible.
00 0|3
e Si k#-1, es compatible determinado. Lo resolvemos:
x+y + z=1
Y +thkz=1
-l1-Rz=Fk-2
_ k-2 _2-%
-1-k 1+¢k
_ 2 2 2
y+k(2 /e)=1 N y=1_2/e—/e _1l+k—2k+ke_1-k+k
1+k 1+k 1+k 1+k
2 _ 2
x=loy—z=1 1-—k+k* 2-kR _1+k-1+k-—Fk-2+k _
1+k 1+k 1+k
_ 2+3k-R?
1+k
2 2 _
Solucz’én:x=_2+3k_k,y=l_k+/€, -2k
1+k 1+k 1+4k
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Halla, si existe, la solucion de los siguientes sistemas e interprétalos grafica-

mente:
=2
32: y=1 x+2y=1
a) y_ b){2x—- y=3
5x— y=4 + v-8
2x+2y=1 Sxt+ y=

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Los resolvemos por el método de Gauss:

a) (3 1 2 123 .28 0 4 | -1
1 -1 1 N 2¢ 1 -1 1
5 -1 | 4 t-50 2 0 4| -1
2 211 R 0 4| -1

Podemos prescindir de las dos udltimas filas, pues coinciden con la primera. Que-
darfa:
dy=-1 — y= -1
4
1 _3
—y=1 =l+y=1-—=2=
xX-y - X y "7

(3 —1)
Solucion: ( %

. -1
El sistema representa cuatro rectas que se cortan en el punto (% T)

b (1 2 1 12 1 2 1
2 -1 3] > 2¢-2-1° 0 -5 1
5 1 8 3#=5-12 0 913

De la 22 ecuacion, obtenemos y = _—51; de la 3* ecuacion, obtenemos y = _—31

Luego, el sistema es incompatible.
El sistema representa tres rectas que se cortan dos a dos, pero no hay ningin

punto comun a las tres.

2 Comprueba que este sistema es incompatible y razona cual es la posicion re-
lativa de las tres rectas que representa:

x+2y=5
3x— y=1
2x+4y=0

Si dividimos la 3% ecuacion entre 2, obtenemos: x + 2y = 0. La 12 ecuacion es
x + 2y =5. Son contradictorias, luego el sistema es incompatible.

La 12 y la 32 ecuacion representan dos rectas paralelas; la 22 las corta.

3 Resuelve e interpreta geométricamente el sistema:

-x+2y= 0
2x+ y=-1
G/2)x-3y=0

-1 210 12 -1 2
2 1 -1 = 20+2-12 0 5

3/2 -3

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss Q

0 (2/3) - 32

0 2 -1 2
1| —» 28 0 5
33 4 12




-x+2y=0 }x=2y=—5
5y =-— -1
Y v=z
Solucion: (ﬁ, _—,1)
5° 5

o -2
Geométricamente, son tres rectas que se cortan en el punto (?,

|
wl L
—_

Resuelve los siguientes sistemas reconociendo previamente que son escalo-
nados:

_ -y+ z=1
a){zx_lly; 6 ) =2
y=- 3x—y+ z=3
x+y-—t =2 2x-3y+z=0
<) y +z=4 dDi3x-—y =0
yt+tt—z=1 2y =1
_ =9
a)2x— y= 7 T
Ny=-69 ] _7+y__4
2 11
Solucion: (—, ﬁ)
11
b —y+ z=
9z =2 z=% y=z—1=?7 x=3+yT_Z=%
3x—y+ z=3
Solucion: (E, i, 2)
399
z=A
C>x+y—f+ ji y=4d-z
y == t=l-y+z=1-(4-2)+z=-3+2z
y+i—-z=1

X=2-p+t=2-(4—-2)—3+2z=-5+32

Soluciones: (=5 + 3\, 4 -\, A, =3 + 20)

d2x-3y+2z=0

3x— y =0 y=% x=%=% z=—2x+5y=%
2y =1
Solucion: (%, %, %)
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5 Resuelve estos sistemas de ecuaciones lineales:

S 2x + 5y =16 3x+2y+ z=1
a) x+3y—-2z=-2 b){5x+3y+3z=3
x + z=4 x+ y+ z=0
a) 2x + 5y =16 25 0 |16 12 2 5 0 |16
x+3y—2z=-2 p (1 3 2 |-2| > 22+2:3 330 6]->
X + z= 4 1 0 1 4 3¢ 1 0 1 4
12 5 0 |16 12-5- 22 30 06
— 22:3 110 | 2|—> 2 11012 -
3¢ 1 4 3¢ 1 01 |4
—3x =6 | x=-2
- x+y =2 ¢ y=2-x=4
X tz=4 | z=4-x=0
Solucion: (=2, 4, 6)
b)3x+2y+ z=1 3 2 1|1 32 1 1110
Sx+3y+3z=3 53 3|3 > 2 53 33—
x+ y+ z=0 1 1110 1 3 2 1|1
12 1 1 1 0 12 1 1 1 0
— 22512 0 2 -2 |3]| > 2 0 2 -2 | 3| >
$-3-1 0 -1 =2 |1 230+ 22 00 2 |1
x+y+ z=0
- 2y-2z=3 Z=l y=w=—2 x=—y—z=i
2 -2 2
2z=1
- 3 1)
S22 =
Solucion (2, 5
6 Transforma en escalonados y resuelve los siguientes sistemas:
_ - y+tz=1
a){gx:3y= 1; b){ x-2y—2z=2
X )y = — 3x— y+z=3
a)2x— y= 7 (2 -1 7)_} 12 (2 -1 ‘7)_} 2x—y=7
Sx+3y=-17 | \5 3 [-17 243000 11 0 |4 x =4
4 _ox_7-=9
x= 7 y=2x-7 11
Solucion: (i, ﬂ)
11° 11
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b) —-yp+z=1 0 -1
xX—=-2y—z=2 1 -2
3x— y+z=3 3 -1
il 1 -2
- 2¢ 0 -1
3_3.12 O 5
xX—-2y—z=2
- -y +z=1 z
9z =12
. 2 =7 2
Solucion: (—, —_, —)
399
7 Resuelve:
S
x+ y— z=1
a){3x+2y+ z=1 b)

S5x+3y+3z=1

3x+2p+ z=1

a) x+ y— z=1 (1 1
S5x+3y+3z=1

12 1 1
— 2 0 -1

a_7p.pa 0 0
Y =4z +2

1 1 22 1 -2 -1 2

-1 21 > 18 0o -1 1 1] —

1] 3 3 3 -1 1|3

-1 2 il 1 -2 -1 2

1 11— 2 0o -1 1 1| —

4 1 -3 3¥+5-2 0o 0 9 2

2 -7 2
= =z—-1=— X=2+2p+z==
9 Y 9 YTETS
3x+4y— z= 3

6x—6y +22=-16
x— y+2z= -6

x=1-y+z=1-Uz+2)+z=-1-32

z=A

Soluciones: (=1 — 3\, 2 + 4\,

3
6
1

b)3x+4y—- z= 3
6x — 6y + 2z = 16
X— yp+2z= -6

12 1 -1
— 22-3-12 0 0
3_3.15 O 7

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

-1 1 12 1 1 -1 1
1 1] » 22-3-12 0 -1 4 | 2] -
311 3-5-1 0 2 8 | —4
-1 1
4 2| 5 XTY- =7 1
0 0 —y+4z=-2
A)
- | 3 3a 1 -1 2 -6
-6 2 16 = 2¢:2 3 3 1 -8 -
-1 2 | -6 1 3 4 -1 | 3
2 -6 12 1 -1 2 -6
S | 10| » 22:(9 0O 0 1 2| -
-7 21 3%:7 0o 1 -1 3



X—y+2z=-6
- =2
y—- z= 3

y=3+z=3-2=1
Xx=-6+y-2z=-0+1+4=-1

Solucion: (-1, 1, =2)
8 Razona si estos sistemas tienen solucion e interprétalos geométricamente:

a)] ** 2y— z=3 b) —x+3y+6z=3
2x +4y—-2z=1 Q/3)x—-2y—4z=2

a) x+2y— z=3

Si dividimos la 22 ecuacion entre 2, obtenemos :
2x + 4y — 2z =1

X+2y—z= %, que contradice la 12
El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

b) —x+3y+06z=3

(230 — 2y — dz = 2 } Si multiplicamos por — % la 12 ecuacion, obtenemos:

Ex — 2y —4z = -2, que contradice la 22 ecuacion.

3

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

9 Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas:

x+2y+z= 9 _
a)y x— y—=z=-10 b){2x+2y:z: i
2x— y+z= 5 X yrEeE-
—x+2y— z=1 2x-3y+z=0
A 2x—4y+2z=3 dDi3x—y =0
xt+ y+ z=2 4x + y_z=0
a) x+2p+z= 9 1 2 1 9 12 1 2 1] 9
x— y—z=-10 1 -1 -1|-10| = -—2#+1¢ 0O 3 2| 19]|-=
2x— y+z= 5 2 -1 1| 5 ¥-2-1 0 -5 -1|-13
12 1 2 1 9 X+2p+ z= 9
- 2 0 3 2|19 >  3p+2:=19
r+2-3 0 -7 0| =7 -7y =7
y=1 z=—19;3y=8 x=9-2y—z=-1

Solucion: (-1, 1, 8)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss 0



b) x+2+z=3 }(121 5)%19 (121‘3)_>

2X— ytz=— 2 -1 1 |-1 284212 05 1
-1z
x+2p=3-z | V73575
Sp=7-z2 X=3—Z—2y=3—2_%+22=%_5?2’

O)—x+2y— z=1 -1 2 -1 |1 2 1 1 1 |2
2x—4y+2z=3 2 4 2 | 3] > 2 2 4 2 |3 -
X+ y+ z=2 1 1 1 |2 © -1 2 -1 |1

12 1 1 1 2 12 1 1 12
— 22-2-12 0 -6 0 |-1|—> 220+2:3 00015
3+12 0 3 0 3 3 03 0|3
La segunda ecuacion es imposible: 0x + 0y + 0z =5
El sistema es incompatible.

dD2x-3y+2z=0 2 3 1 0 12 2 31 0
3x— y =0 3 -1 0 |0 > 2 3 -1 0 [0 —>
4+ y—2z=0 4 1 -1]0 Ca 6 -2 010

18 2 3110 5 f 220
— 2 3 1 0 0| 2X7HE= }
a_p.p2 0 0 O 0 3x— y =

y=3x
z=-2x+3y=-2x+9x=7x
x=2A

Soluciones: (A, 3\, 7N)

10 Resuelve por el método de Gauss:

S
x +2z=11 x+y+z+it=1
x+ty = 3 x—y+z—t= 0
) y+ z=13 b) xX+y—z—-t=-1
x+y+ z=10 x+y+tz—1t= 2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss 0



2x+ y+3z=0 x—=3y—- z=-1
+5y+3z=

A){4x+2y— z=0 d) x+5y+3z_ i
6x+3y+2z=0 A

3x+7y+5z= 5
a) x +2z=11 1 0 2 11 12 1 0 2 11
x+y =3 1 10 3 N 2= 02 0 1-2|-8 5
y+ z=13 0 1 1 13 3¢ 0 1 1 13
x+y+ z=10 11 1|10 =l 01 -1|-1
12 1 0 2 11 12 1 0 2 11
N 22 01 -2 -8 N 28 01 -21]-8 N
3 -2 0 0 3 |21 3#-3-4 0 0 O 0
il 001 |7 # 001 |7
+22=11
L g Ly=sraz=8r1d=0
Y x=11-2z=11-14=-3
z= 7
Solucion: (=3, 6,7)

Dax+y+z+r= 1] /1 1 1 11 1 11 1 11
x—-y+z—-t= 0 1 -1 1 -1|0 o, z-n 0-2 0 -2|-1 N
xX+y—z—-1t=-1 1 1 -1 -1/|-1 312 00 -2 -=2|-=2
X+y+z—t= 2 11 1 12 w-r 00 0 2|1
x+y+z+ 1= 1

2y —2r=-1
z+ =1
=2t= 1
1 1 3 2t -1
[=— = —l-t=1+==2 = =1 =l-y—z—t=-1
2 ° 2 2 YT roATrmE
Solucion: (—1, 1, 2,—l)
2 2

Q2x+ y+32=0 21 310 12 21 3|0
dx+2y- z=0 4 2 1|0 > 22-2-12 00 =7]0|—
6x+5y+22=0 6 3 2 0 g=30 18 0o 0 -7 0

z=0
o X Fy+3z=0 y=-2x Soluciones: (A, =2\, 0)
-7z=0 =

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



d x—Sy— z=-1 1 -3 -1 -1 3a 1 1 1 1
X+5y+3z= 3 1 5 3 3 2z 15 3 3
x+ p+ o z=1 (|1 1 1 | 1|7 & 1 3 1 | -1 7
3x+7y+5z= 5 3 7 5 5 4 3 7 5 5

1a 1 1 1 1 18 1 11 1
28 _ s 0 4 2 2 2¢ .2 0 21 1
St 0 4 =2 | 2| 7 3 000 0]
42-3.1° 0 4 2 2 48 =2 00 010
_ z=1-2y
— xryrz=1 x=1-y—-z=1-y-1+2y=y
2y+z=1 Y

Soluciones: (A, A, 1-22A)

11 Clasifica los siguientes sistemas en compatibles o incompatibles:

x+ty+z=3 x+ty+z=3
Aix+y—z=3 b){2x—y+z=2
z=0 x—y+z=1

ADx+y+z=3 x+y=3
x+y—z=3 x+y=3 ¢ Compatible indeterminado.
z=0 z=0

b) x+y+z=3 1 1 1 3 12 1 1 1 3
2x—y+z=2 2 -1 1 |2 > 22-2-12 0 -3 -1 | 4| —
x—-yt+tz=1 1 -1 1 |1 SE 0 -2 0 -2

— Compatible determinacdo.

PARA RESOLVER

12 Estudia los siguientes sistemas y resuélvelos por el método de Gauss:

S

x+ y+ z= 2 2x-3y+z=0
a){ 2x+3y+5z=11 b)) x+2y-2=0
x—5y+6z=29 4x+ y—z=0
A x+ y+ z= 2 1 1 1 2 12 1 1 1
2x + 3y + 52 =11 (2 35 11) > 221 (o 13
x—5y+6z=29 1 -5 6129 3 -1 0 -6 5 |27

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss 0



12 11 1 2 x+y+ z= 2 z=3
- 2 013 |7] - y+ 3z=7 y=7-3z=-2
e 0 023 |69 222=69 | x=2-y-z=1
El sistema es compatible determinado, con solucion (1, -2, 3).
b)2x-3y+2z=0 2 -3 110 12 2 =3 110
X+2y—2z=0 1 2 -1 ]0] - 22+12 3 -1 0 |0 —
4+ y—2z=0 4 1 =110 3 6 -2 010
12 2 -3 1 |0
- 22 3 -1 0 | 0| — Sistema compatible indeterminado.
=20 2 0 0 01O
_ y=3x
Lo resolvemos: 2%~ *Z=0 z=-2x+3y=-2x+9x=7x
X — ) =0 x=

Soluciones: (h, 3\, 7\)

Pagina 45
13 Estudia y resuelve estos sistemas por el método de Gauss:
S —-x+ py+3z=-2 y+ z=-1
a)y 4x+2y— z= 5 b){x— y =1
2x+4y—-7z= 1 xX+2p+3z=-2
5x+2y+3z= 4 x— y+32—-141=0
A)2x+2y+ z= 3 d) § 2x—2y+3z+ t=0
x—2y+2z=-3 3x—3y +5z+ 6t=0
) —x+ y+3z=-2 -11 3 |2 12 -11 3 | -2
dx+2y— z= 5 4 2 -1 |5|—> 224412 0 611 |-3|—>
2x+4y-Tz= 1 2 4 -7 1 34210 0 6 -1|-3
12 -11 3 |-2
- 22 0 6 11 |-3 | — Sistema compatible determinado.
¥-2 0 0-12 1|0
—-Xx+y+ 3z=-2 1 3
Lo resolvemos: 6y + 11z =-3 ye=-5  x=y 32+2=?
z= 0
Solucion: (%, - l, O)

2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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b) y+ z=-1 0 1 1 |-1 22
xX—-y = 1 1 -1 O 1] > 12

X+2y+3z=-2 -2 3

E 1 -1 O 1 E
— 22 o 1 1 |-1|]— 2
. 0 3 3|-3 3-3-2

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

x—=y =1 xj1+y
+z=-1 z=-1-y
Y y=2

Soluciones: (1 + X, A, =1 —-WL)

Q) 5x+2y+3z= 4 5 2 3 |4 3¢
2x+2y+ z= 3 (2 2 1 3) —  2¢
X—2y+2z=-3 1 -2 2 |3 1=

iE 1 -2 2 |3 12
— 28-2.12 (O 6 -3 9) — 22:3
3a_5.12 0 12 -7 19 33_2.0a

Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

X—=2y+2z=-3 z=-1
2y— z= 3 ¢ y=1
—z=1 x=-3+2y-2z=1

Solucion: (1,1, -1)

2x =2y +3z+ (=012 23 1

d x— y+3z-14r=0 (1 -1 3 -14
3x—3y+5z+ 66=0|\3 35 6

0

1 1-13-140
— 2 0 0-329 |0
42t +3- 3 000 2810

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

t=0
x—y+3z-141=0 _
z=0
=Bz +200=0 ¢ . _
281 =0 Y
y=Ar

Soluciones: (A, A, 0, 0)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

0 12
0] — 20-2-12

35_3.12

1-13 -14
0 0 -3 29

0 0 —4 48

0
0l—

0



14 Discute los siguientes sistemas de ecuaciones:

S x—y— z=k x+ y— z=0
a)] x—y+2z=1 b){ x+3y+ z=0
2x+y+kz=0 3x+ay+4z=0
x—-2y+ z=1 3x+2y+az=1
Aimx+ y— z= 1 d){5x+3y+3z2=2
3x +4y—2z=-3 x+ y— z=1

a) x—-y— z=k 1 -1 -1 |k 12 1 -1 -1 k
x—-y+2z=1 1 -1 2 1] > 22-12 0O o0 3 1-+F
2x+y+kz=0 2 1 &k 0 3¥-2-1 0 3 k+2 —2k
Sistema compatible determinado para todo k.

b) x+ y—- z=0 11 -17]0 il 1 1 1,10
x+3y+ z=0 1 3 1 Of » 2¢-12 0o 2 2 of —»
3x+ay+4z=0 3 a 4 |0 3¥-3-1 0a-3 7 |0

1= 1 1 110 12 1 1 -1 10
— 22:2 0 1 1 0] - 22 0 1 1 0
& 0a-3 7 10 3-7-2¢ 0a-10 0 |0
eSi a=10 — Sistema compatible indeterminado
eSi a#10 — Sistema compatible determinado

o x=2p+ z= 1 1 -2 1 1 12 1 -2 1 1
mx+ y— z= 1 m 1 -1 1) > 3 3 4 2| 3| =
3x + 4y — 2z =-3 3 4 213 » m 1 -1 1

12 1 -2 1
- 2+2-12 5 0 0
& 18 m+1 -1 0

1
-1
2

Compatible determinado para todo m.

dD3x+2p+az=1 3 2 a |1 3a 1 1 -1 |1
Sx+3y+3z=2 (5 3 3 2) - 2 (5 3 3 2) -
x+ y— z=1 1 1-11 12 32 a |1
12 11 -1 |1 12 11 -1 1
- 2-5-1 (0 2 8 —3) — 2 (o 2 8 —3)
e 0 -1 a+3|-2 23t 0 0 2-2a| 1

2-2a=0 = a=1
eSi a=1 — Sistema incompatible

eSi a#1 — Sistema compatible determinado

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss Q



15 Discute los siguientes sistemas y resuélvelos cuando sea posible:

S

2x—y = 4 2x+ y— =z=1
A -x+y/2==2 b))y x-2y+ z=3
x+hRkRy = 2 5x—-5y+2z=m
aA)2x—y = 4 2 -1 | 4 il 2 -1 4
-+ /2 =-2 -1 1/2 | 2] - 2-2¢+18 0 0 0
x+ky = 2 Lok 12 2od 02k+11]0
e Si k=- % —  Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
2x-y=4 — {y=2x—4
x=»A
Soluciones: (A, 2k — 4)
°Si k#-— % —  Sistema compatible determinado.
2x — y=4 =0
Qk+Dy=0| x=2
Solucion: (2, 0)
b)2x+ y— z=1 21 1|1 2° 1 -2 1 3
x-2p+ z=3 1 2 1 3|—> 2 1 -1 1| >
Sx—5y+2z=m 5 5 2 |m = 5 -5 2
12 1 -2 1 3 12 1 -2 1 3
— 22-2-12 0 5 3 -5 - 2 0 5 3 -5
3#-5-1 0 5 3| m-15 -2 0O 0 O m — 10

eSi m=10 — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

=ﬁ=_1+z
x—2y+ z= 3 Y 5 5
y-32=-5 x=3+2y—z=3—2+6—52—2'=1+_§

Haciendo z = 5A.
Soluciones: (1 + A, =1 + 3\, S5L)
eSi m#10 — Incompatible

16 Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema e interprétalo geomé-
§ tricamente:

x—3y— z=-1
x+5y+3z= 3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z= 5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss Q



x—3y— z=-1 1 -3 -1 -1 3 1 1 1| 1
x+5+3z= 3 1 5 3 3 28 1 5 3 3
x+ y+ z=1 1 1 1 1 - 12 1 -3 -1 -1 -
3x+7y+5z= 5| \3 7 5| 5 i 3 7 515
12 1 1 1 1 12 1 1 1 1
N 2810 0 4 2 2 N 2¢:2 021 1 N
3 -1 0 4 2| =2 3%+ 2 00 00
#-5-1 0 4 2| 2 E=2 00010
B z=1-2y
- x+2y12;1 x=1l-y-z=y
)+ z y=2

Soluciones: (A, A, 1 —2A). Son cuatro planos con una recta en comun.

Resuelve cada uno de los siguientes sistemas para los valores de m que lo ha-
cen compatible:

xX— y—2z=2

x+2y=3
2x+ y+3z=1
X Zx: y:1 b 3x + z=3
x+3y=m x+2y+5z=m
a) x+2y=3 1 2] 3 12 1 2 3
2x— y=1 2 -1 1| —> 22-2-12 0 =5 -5 -
4x+3y=m | \4 3 | m A= 0 =5 | m-12
12 1 2 3
- 225 0 1 1
¥-2 0 0l m-7
eSi m=7 — Sistema compatible determinado
x+2)=3
=3-2y=1
y-1 } x=3-2y
Solucion: (1, 1)
eSi m#7 — Sistema incompatible
b) x— y—-2z=2 1 -1 2| 2 12 1 -1 =2 2
20+ y+3z=1 2 1 3 1 =212 0o 3 7 -3
3 o+ 2z=3 [|3 0 13| z-sou 03 7| 3|7
X+20+5z=m 1 2 5 |m - 03 7| m=2
12 1 -1 -2 2
22 0o 3 7 =3
B 00 0 0
o 0 0 0| m+1

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss e



eSi m=-1 — Sistema compatible indeterminado.

X— yp—2z= 2 Y 3 3

3y +7z=-3 x=2+y+2,z=2—1—7—32+2z=1—5

3

Haciendo z = 3\:
Soluciones: (1 =M\, =1 =7\, 30)

eSi m#-1 — Sistema incompatible

18 Discute y resuelve en funcion del parametro:

S
—x+my+ z= 2 x+ y+ z=0
a){2x— y+2z=0 b){3x+2y+az=5
—X —3z=-2 2x+ y+ z=3
a)-—x+my+ z= 2 -1 m 1 2 _32
2x— y+2z= 0 2 -1 2 0O — 2
—X -3z =22 -1 0 3| =2 1
12 1 0 3 2 12
— 22-2-10 0 -1 4| 4| > -2
31 0 m 4 4 3+ 2

eSi m=1 — Sistema compatible indeterminado

X +3z=2 x:i:ii
y+idz=4 Y
z=A

Soluciones: (2 — 3\, 4 — 4\, \)

eSi m#1 — Sistema compatible determinado

X +3z=2 | p=0
y+idz=4 pz=1
(m - 1Dy =0 | x=2-3z=-1

Solucion: (-1, 0, 1)

b) x+ y+ z=0 11 110 18
Ax+2y+az=>5 (3 2 a 5) - 3
2x+ y+ z=3 2 1 1 3 2%

18 1 1 1 0 il
- 2-21 (o 1 -1 3) - -2
33_3.12 0 -1 a-3 5 3a

eSi a=2 — Sistema incompatible

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

NS}

1 3
0 4
0 m-—1 0
1
1 -
a
1 1 1
0 1 1
0 0 a-2




eSi a#2 — Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

x+y+ z= 0
y z=-3
(a-2z= 2
2
Z=
a—2
e 2 o_ a2 _4-3a
VIR ETS T T a2
_ . __—4+3a 2 _3a-6
x Vo= a— 2 a— 2 a—2
Solucion: (3a—674—3a’ 2
-2 a-2 a-2

19 Discute los siguientes sistemas segiin los valores de o e interprétalos geo-
§ métricamente:

o _ 1 x—y = 1
a){ xX—y b) | 2x +3y—5z=-16
x—oy=20-1 _
xtoy— z= 0
Aox— y= 1 (Oc —1‘ 1 )% i (oc -1 1 )
x—oy=20-1 1 —o20—1 2 a-12 0 1-0?|20-0—1
a#0

e Si o#1, queda:

1 -1 1) .. o . o
( 0 0 O) Sistema compatible indeterminado. Son dos rectas coincidentes.

e Si o =-1, queda:

(—1 -1

0 0 2) Sistema incompatible. Son dos rectas paralelas.

eSi a1l y aa#-1 — Sistema compatible determinado. Son dos rectas se-

cantes.

b) x— y = 1 1 -1 0] 1 18 1 -1 0] 1
2x + 3y -5z=-16 2 3 5|-16| » 2-2-10 0 5 -5|-18]|>
x+toy— z= 0 1 o -1] 0 =1 0 o+1 -1/ -1

12 1 -1 O 1
- 2 0 5 -5 | -18
530 -2¢ 0 sa 0 13

eSi a0 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se cortan
en un punto.

eSi =0 — Sistema incompatible. Los planos se cortan dos a dos, pero no
hay ningin punto comun a los tres.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss Q



Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

x + 2y+3z=1
x + ay +3z=2
2x+(2+a)y+6z=3

a) Encuentra un valor de a para el cual el sistema sea incompatible.

b) Discute si existe algiin valor del parametro a para el cual el sistema sea
compatible determinado.

c) Resuelve el sistema para a = 0.

X+ 29+ 3z=1 1 2 311 12 1 2 311
X+ ay+3z=2 1 a 3|2 > 22-12 0Oa-2 0|1 —
2x+QR+a)y+6z=3 2Q2+a) 613 o218 0a-2 011

12 1 2 311
- 2 0a-2 0|1

-2 0 0 o01]O0
aa=2

b) No existe ningun valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado.
) Si a =0, queda:
y=-1/2

””?”3’2: x—1+32=1 — x=2-3z
-y z=A

Soluciones: (2 — 3\, —%, A

Considera el sistema de ecuaciones:
2x—2y— z= 4

x+2y—2z=-1

X - z=1
a) ¢Existe una solucion en la que y sea igual a 0?
b) Resuelve el sistema.
©) Interprétalo geométricamente.
4 38 1 0 -1
11— 20 1 2 =2

1 12 2 -2 -1

X+ 2y—-2z=- 1 2 2

2x = 2y— z= 4 (2 -2 -1
X - z=1 1 0 -1

1 12
1> 22-12

4 33_2.12

x —-z=1 }
32 4 2 2y—Z=—2

1 12 1 0 1] 1
2| = 20 0 2 -1| =2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss 0



Dy=0 —» ¥7F

}

bDx=1+z=1+2y+2=3+2y
z=2p+2
y=»>r

=2 0
o
—_ DN
+
I\
Il
(o8
—_—

1
-2

-z

Solucion: (3,0, 2)

Soluciones: (3 + 2\, A, 2\ + 2)

©) Son tres planos que se cortan en una recta.

22 Halla un numero de tres cifras sabiendo que estas suman 9; que, si del ni-
mero dado se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, la dife-
rencia es 198, y que la cifra de las decenas es media aritmética de las otras
dos.

Llamamos x a la cifra de las unidades, y a la de las decenas y z a la cifra de las
centenas.
zyx — n?=x+10y+ 100z
Tenemos que:
X+y+z=9

x + 10y + 100z — (z + 10y + 100x) = 198 x+ty+tz=9

-99x + 99z = 198

y=x;Z y=x+z

X+ y+Z=9 1 1 1 9 2a -1 0 1 2 12

X 4z=2¢ |10 1]2] > 11 19| > 2+
x=2p+z=0| \1 2110 32 12110 3412

-1 0 1|2 12 -1 0 1 2 12 -1 0 1 2
0O 1 2/11| — =22 o1 2 11| —» =22 01 2|11
0 -2 2|2 3%:2 0 -11 1 3%+ 2 0 0 3112

-x + z= 2 z=4
y+2z=11 ¢ y=11-2z=11-8=3
3z=12 X=z-2=2

Solucion: El n? es el 432.

23 Dos amigos invierten 20 000 € cada uno. El primero coloca una cantidad A al
S 4% de interés, una cantidad B al 5% y el resto al 6%. El otro invierte la mis-
ma cantidad A al 5%, la B al 6% y el resto al 4%.

Determina las cantidades A, B y C sabiendo que el primero obtiene unos in-
tereses de 1050 € y el segundo de 950 €.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss 6



A+ B+ C = 20000 A+ B+ C=
0,044 + 0,058 + 0,06C= 1050 ¢ 44+ 5B+ 6C=1
0,054 + 0,06B + 0,04C = 950 | 5A + 6B+ 4C =

1 1 1 20000 12 1 1 1

4 5 6 | 105000 — 2¢-4-12 01 2

5 6 4 95000 #5112 0 1 -1

1 1 1 20000 A+ B+ C=20000 C=
01 2 25000 — B+ 2C = 25000 B=
0 0 3 30000 3C = 30000 A=
Solucion: A=5000€; B=5000%€; C=10000 €
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24 Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por un total de
6384 €. El precio original era de 12 €, pero también ha vendido copias de-
fectuosas con descuentos del 30% y del 40%. Sabiendo que el nimero de co-
ias en buen estado, calcula a

S

pias defectuosas vendidas fue la mitad del de cop
cuantas copias se le aplico el 30% de descuento.

Llamamos x al n? de copias vendidas al precio original, 12 €; y al n® de copias
vendidas con un 30% de descuento, 0,7 - 12 = 8,4 €;

con un 40% de descuento, 0,6 - 12 =72 €.
Asi:
x+y+z=0600

12 + 84y + 7,22 = 6384 | ¥ Y+ 2= 0600

20000
05000
95000

20000
25000
-5000

jlz
— 2z
) _32 + 28
10000
5000
5000

y 2z al n? de copias vendidas

12x + 8,4y + 7,2z = 6384

y+z=% x=2y-2z=0
1 1 1 600 i 1 1 1 |600 12
128472 | 6384 | —» -—2¢2+12-18 03648|816| — =2
1 -2 -2 0 3+ 12 0 3 3 |600 3%:3
1 1 1 |600 12 1 1 1 [600
0 3648|816 — 3 0 1 1 |200
0 1 1 |200 22-36-3 0 0 1,296
xX+y+ z=600| z= 80
y+ z=200 ¢ y=120
12z= 96 | x=400

Solucion: El 30% de descuento se le aplico a 120 copias.
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25 Un cajero automadtico contiene 95 billetes de 10, 20 y 50 € y un total de
S 2000 €. Si el ntimero de billetes de 10 € es el doble que el miimero de billetes
de 20 €, averigua cuantos billetes hay de cada tipo.

Llamamos x al n? de billetes de 10 €; y al n? de billetes de 20 €;y z al n® de bi-
lletes de 50 €. Tenemos que:

x+ y+ z= 095 x+ y+ z= 95| 3x + z= 95

10x + 20y + 50z = 2000 X+ 2y + 5z =200 4y + 5z = 200
X =2y X =2y X =2y
z=95-3y

4y +5095-3)) =200 — 4y +475-159p=200 — 275=11y
y=25 = z=20 = x=50
Solucion: Hay 50 billetes de 10 €, 25 billetes de 20 € y 20 billetes de 50 €.

26 Se dispone de tres cajas A, By C con monedas de 1 euro. Se sabe que en total
hay 36 euros. El nimero de monedas de A excede en 2 a la suma de las mo-
nedas de las otras dos cajas. Si se traslada 1 moneda de la caja B a la caja A,
esta tendra el doble de monedas que B. Averigua cuantas monedas habia en
cada caja.

Llamamos x al n? de monedas que hay en la caja A, y al n? de monedas que hay
en la caja B, y z al n? de monedas que hay en la caja C. Tenemos que:

x+y+z=36 xX+y+z=306 X+ y+z=30
xX=y+z+2 X—-y—z=2 X— y—z= 2
x+1=2(y-1D | x+1=2y-2 x—2y -3

Sumando las dos primeras ecuaciones: 2x =38 — x=19

x+3

De la 32 ecuacion — y = - 11

z=30-y-x=0

Solucion: Habia 19 monedas en la caja A, 11 enla By 6 en la C.

27 Un especulador adquiere 3 objetos de arte por un precio total de 2 millones de
euros. Vendiéndolos, espera obtener de ellos unas ganancias del 20%, del 50%
y del 25%, respectivamente, con lo que su beneficio total seria de 600 000 €.
Pero consigue mas, pues con la venta obtiene ganancias del 80%, del 90% y del
85%, respectivamente, lo que le da un beneficio total de 1,7 millones de euros.
¢Cuanto le cost6 cada objeto?

Llamamos x a lo que le costo el 1€ objeto (en millones de euros), y a lo que le
costo el 22 objeto y 2z a lo que le costo el 3 objeto. Tenemos que:

X+ p+ z=2 x+ y+ z= 2 11 1 2
0,2x+ 0,50+ 0252=0,6 ¢ 2x+5y+25z= 6 2 525|6|—>
0,8x+ 09y +0,85z=1,7 | 8x+9y+85z=17 8 9 85117
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12 11 1|2 12 11 1 |2\ x+p+ z=2
23 _7p.1a 0 3 05| 2| —> 20-3 0 2 0 1 2y =1
32812 010511 * 0 1 0511 y+0,5z=1
= _1-y _ _ _

y=0,5 z=—==1 x=2-y-2=05

Solucion: El 1€ objeto le costo 0,5 millones de euros (500000 €), el 22 le cost6 0,5
millones de euros (500000 €) y el 32 le costé 1 millon de euros (1000000 €).

28 Unaempresadispone de 27 200 € para actividades de formacién de sus cien em-
pleados. Después de estudiar las necesidades de los empleados, se ha decidido
organizar tres cursos: A, By C. La subvencion por persona para el curso A es de
400 €, para el curso B es de 160 €, y de 200 € para el C. Si la cantidad que se de-
dica al curso A es cinco veces mayor que la correspondiente al B, ;cuantos em-
pleados siguen cada curso?

Llamamos x al n® de empleados que siguen el curso A; » al n? de empleados que
siguen el curso B, y z al n? de empleados que siguen el curso C. Tenemos que:

x+ y+ z =100 x+ y+ z=100 x+ y+ z=100
400x + 160y + 200z = 27 200 10x + 4y + 5z = 680 10x + 4y + 5z = 680
400x =5-160y | 400x = 800y X =2y

3y+ z=100 z =100 - 3y
24y + 52 =680 [ 24y +5(100 — 3)) = 680

24y +500 - 15y =680 — 9y=180 — »=20 — z=40; x=40

Solucion: 40 empleados siguen el curso A, 20 empleados siguen el curso B y 40 si-
guen el curso C.

29 Un automovil sube las cuestas a 54 km/h, las baja a 90 km/h y en llano mar-
cha a 80 km/h. Para ir de A a B tarda 2 horas y 30 minutos, y para volver de B
a A, 2 horas y 45 minutos. ¢Cual es la longitud de camino llano entre A y B si
sabemos que la distancia entre A y B es de 192 km?

Llamamos x a la longitud de camino llano entre A y B, » a la longitud de cuesta
arriba yendo de A a By =z a la longitud de cuesta abajo yendo de A a B. Tenemos
que:

x+y+z=192km

X+ X+ = - 25 horas x+ y+ z=192
80 54 90 7 27x + 40y + 24z = 5400
x Y .z ) 27x + 24y + 40z = 5940
30 + 90 + 57 2,75 horas
1 1 1 192 12 1 1 1 192 12
27 40 24 | 5400 — 22-27-12 0 13 -3 | 216| — 2=
27 24 40 | 5940 #-27-1¢ 0 -3 13 | 756 32-3+2¢-13
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1 1 1 192\ x+ y+ z= 192 | yp=31725km
0 13 -3 | 216 13y —3z= 216 ¢ z=05475km
0 160 0 | 5076 160y =5076 | x=94,800 km

Solucion: La longitud de camino llano entre A y B es de 94,8 Km.

Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que, cuando uno
pierda, entregara a cada uno de los otros dos una cantidad igual a 1a que cada
uno posea en ese momento. Cada uno perdié una partida, y al final cada uno
tenia 24 €. ;Cuanto tenia cada jugador al comenzar?

Hacemos una tabla que resuma la situacion:

31

COMIENZO 12 PARTIDA 22 PARTIDA 32 PARTIDA
12 QUE PIERDE X X—-y—-z 2x -2y -2z 4 — 4y — 4z
22 QUE PIERDE Y 2y x+3y—z | 2x+06y-2z
32 QUE PIERDE z 2z 4z —x-y+7z
4 — 4y — 4z = 24 x— y— z= 6 -1 -1 6 12
2x+06y—-2z=24 ¢ x+3y— z=12 -1 | 12| —» 22+12
—x— y+7z=24 —x— y+7z=24 -1 -1 7 24 3#+ 18
1-1-1]6 12 1-1-11]6 12 1-1-11]6
0 2 =218 —» 2:2 01 -1]9|—> =2 01 -11]9
0 -2 6 |30 552 0 -1 3 |15 3 i 22 00 2 |24
X—-y—z= 6| z=12

y—z= 9 ¢ y=9+z=21
2z=24 | x=6+y+z=39

Solucion: El jugador que perdio primero tenia 39 euros, el que perdié en 22 lugar
tenia 21 € y el que perdio en 3¢ lugar tenia 12 €.

La edad de un padre es doble de la suma de las edades de sus dos hijos, mien-
tras que hace unos afios (exactamente la diferencia de las edades actuales de
los hijos) la edad del padre era triple que la suma de las edades en aquel tiem-
po de sus hijos. Cuando pasen tantos afios como la suma de las edades ac-
tuales de los hijos, entre los tres sumaran 150 afios. ;Qué edad tenia el padre
cuando nacieron sus hijos?

Hacemos una tabla:

EDAD ACTUAL

HACE ) — 2 ANOS

DENTRO DE ) + 2 ANOS

PADRE X xX-y+z x+y+z
1€ 1o y y—yt+tz==z 2y+x
22 Hyjo z Z-y+tz=-y+2z y+2z

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Tenemos que:

x=2y+2
x-y+z=3y+32)
X+y+z+2y+z+y+2z=150

x=2y+2z x—-2y-2z= 0 1 -2 -2 0 12
X—y+z=-3y+9z ¢ x+2-8z= 0 (1 2 8] 0 ) — 2t-12

X+ 4y + 4z =150 X+ 4y + 4z =150 1 4 4 1150 § -1
1-2-=210 12 1 -2-=2]0 12 1 -2 -=2|0
(O 4 -6, 0 ) - 22:2 (O 2 -3 O) - 22-2-3 (0 0 -5 —SO)
06 6 [150 3¢:6 01 1]25 3 01 1125

x—2y-2z= 0 z=10
—-5z=-50 ¢ y=25-2z=15 Actualmente tienen estas edades.
y+ z= 25| x=20+2z=50

Solucion: Cuando nacio el 1€ hijo, el padre tenia 35 afnos; cuando naci6 el 22 hijo,
tenia 40 anos.

32 Un fabricante produce 42 electrodomésticos. La fabrica abastece a 3 tiendas,

S que demandan toda la produccién. En una cierta semana, la primera tienda so-
licité tantas unidades como la segunda y tercera juntas, mientras que la se-
gunda pidié un 20% mas que la suma de la mitad de lo pedido por la primera
mas la tercera parte de lo pedido por la tercera. ;Qué cantidad solicité cada
una?

Llamamos x a la cantidad que solicit6 la 12 tienda, y a la que solicit6 la 22 tienda
y z ala que solicit6 la 32 tienda. Tenemos que:

X+y+z=42 X+y+z=42 x—y—-2=0 x—y—-2=0
x=y+z x-y-2=0 X+y+z=42 X+y+z=42
y=1,2(% %) 6y = 3,6x + 24z 60y = 36x + 24z 5y =3x+ 2z
x— y— z= 0 1 -1 -1 0 12 1 -1 -1 0
X+ y+ z=42 1 1 1 42| - 22-12 0o 2 2 42| -
3x—5y+2z= 0 3 -5 2 0 3¥-3-1 0 -2 5 0

12 1 -1 -1 0\ x—y—2z= 0| z=6
22 0 1 1 |21 y+ z=21 p y=21-z=15
3+ 2 0 0 7 | 42 Tz=42 | x=y+z=21

Solucion: La 12 tienda solicito 21 electrodomésticos; la 22, 15; y la 32, 6.
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CUESTIONES TEORICAS

33 ¢Para qué valores de a y b sera compatible este sistema?
xXtytz=a ¢Sera determinado?
xX—y—z=>b
El sistema es compatible indeterminado para cualquier valor de a y b. (Luego, no
es determinado para ningin valor de a y b).

34 Prueba que, si en un sistema de ecuaciones § sumamos a una ecuaciéon otra mul-
tiplicada por un nimero, el sistema resultante, S, es equivalente al primero.
Cualquier solucion del primero también lo es del segundo, y al revés.

35 Si tenemos un sistema compatible indeterminado de 2 ecuaciones lineales
con 2 incégnitas, ¢se puede conseguir un sistema incompatible afiadiendo
una tercera ecuacion?

Si. Por ejemplo:
. x+2y=3 Compatible indeterminado
Incompatible § 2x + 4y =6
x+2p=1

36 Siaun sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas incompatible le agregamos
otra ecuacion, ¢podriamos lograr que fuera compatible indeterminado? ;Y
determinado? Justifica las respuestas.

No. Si el sistema es incompatible, las dos ecuaciones iniciales son contradictorias.
Anadiendo otra ecuacion, no podemos cambiar este hecho; el sistema seguira
siendo incompatible.
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37 ¢Es posible convertir este sistema en compatible indeterminado cambiando

§ unsigno?
x+y+z=1
x—y+z=1
x+y—z=1
Si. Si cambiamos la 22 ecuacion por x + y + z =1, o bien, si cambiamos la 32
ecuacion por x + y + z =1, el sistema resultante serd compatible indeterminado.
. —2y+z=
38 Dadas las ecuaciones: | 2X "2 *Z= 5
S 2x—3y+z=—-4

a) Afiade una ecuacion para que el sistema sea incompatible.
b) Afiade una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado.

Justifica en cada caso el procedimiento seguido.
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a) Para que sea incompatible, la ecuacion que anadamos ha de ser de la forma:
aBx—2y+2) +bQRx—3y+2) =k con k#5a—4b.
Si tomamos, por ejemplo, a=1, b=0, k=1, queda:
3x-2p+z=1

Anadiendo esta ecuacion, el sistema seria incompatible.

b) Por ejemplo, anadiendo y» =0, queda:

3x-2py+z= 5| 3x +z= 5| x= 9
2x-3y+z=—4 ¢ 2x +z=-4 py= 0 Compatible determinado
y =0 y = 0| z2=-22

39 Define cuando dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes. Justifica
S sison equivalentes o no los siguientes sistemas:

x= 2
xX+ty+z=2

y=1
x+y—z=4% -

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes cuando todas las soluciones
del 1¢f sistema lo son también del 22, y al revés.

Los dos sistemas dados no son equivalentes, puesto que el 12 es compatible inde-
terminado (tiene infinitas soluciones) y el 22 es determinado (solo tiene una solu-
cion).

40 Encuentra razonadamente dos valores del parametro a para los cuales el si-
g guiente sistema sea incompatible:

x+y+2z=0
ax+y+2z=1
x +3z=2

2x +taz=3
x+y+2z=0 1 1 210 12 1 1 2 0
ax+y+2z=1 a 1 2|1 N 28— 12 a—-1 0 0 1 N
X +3z=2 1 0 3|2 3* 1 0 3 2
2x  +az=3 | \2 0 al3 “ 2 0a |3
" 11 2 0
22 a-1 0 0 1 — _ . . .
e 1 o0 3 ) Si a=1 o a=0, elsistema es incompatible.
£-2-3 0 a-6| -1

41 Sean S y S' dos sistemas equivalentes con solucion inica que tienen igua-
S les los términos independientes. ;Podemos asegurar que tienen iguales los
coeficientes de las incognitas?
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No. Por ejemplo, los sistemas:

S- x+y=5 S 2x — y=5
lx-y=1 l2x-3y=1

son equivalentes, con solucion Gnica (2, 1), tienen iguales los términos indepen-

dientes, pero no los coeficientes de las incognitas.

PARA PROFUNDIZAR

42 Discute los siguientes sistemas en funciéon del parametro a y resuélvelos en
S el caso en que sean compatibles indeterminados:

x+ y+ z=a-1 ax+ y—z=0
a){2x+ y+az=a b)i2x+ay =2
x+tay+ z=1 —-X +z=1

a) x+ y+ z=a-1 11 1)a-1 12
2x+ y+taz=a a — 22-2-12
x+tay+ z=1 1 a 1 1 3-12

1 1 1 a-—1
0O -1 a-2 —a + 2
0 a-1 0 2—a

e Si a=1, queda:

1 1 1 0
0 -1 -1 1| — Sistema incompatible

0 0 O 1
e Si a=2, queda:
1
0o —»
0

1111 12 1 11
0-10] 0] —> 20+3¢ 0 0 0
01 0]O0 3 010

— Sistema compatible indeterminado

Lo resolvemos en este caso:

x+y+z=1 [x+ =z=1
y =0 y =0
z=\

Soluciones: (1 —A, 0, \)

eSi a#ly a#2 — Sistema compatible determinado
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bax+ y—z=0 a 1 -1]0 33 -1 0 1 |1 12
2x + ay =2 2 a 21 - 2 2 a 0|2 > 2
—x +z=1 10 11 12 a 1 -110 3¢+ 18
-1 0 1 1 i -1 0 1 1
2 a 0| 2] » 2¢ 2 a 0 2
a-1 1 011 RAC —a’*+a+2 0 0| 2-a
a#0
-1+N1+8 -1%3 a=-1
—a*+a+2=0 - a-= = Sl
ard “ ) 2 T—a= 2
e Si a=-1, queda:
-1 0 1 1
2 -1 0 | 2| — Sistema incompatible
0O 0 O 3
*Si a=2, queda:
-1 0 1|1 12 -1 0 1|1 e z=1+x
220 2] 5 22 L1o ) 7 TET y=1-x
00010 3¢ 0000 **V 7 x=A

Sistema compatible indeterminado

Soluciones: (A, 1 —A, 1+ A)

eSi a#-1y a+#2 — Sistema compatible determinado

43 Discute el siguiente sistema segiin los valores del parametro a. Interprétalo
§ geométricamente:

ax+ y+z—-4=0
x+ y+z+1=0
x—ay+z-1=0

ax+ y+z—-4=0| ax+ y+z= 4 a 1 1 4 22
x+ y+z+1=0 x+ py+z=-1 1 1 1| 1] = 1
x—ay+z—-1=0 x—ay+z= 1 1 —a 1 1 3

1 1 1 -1 12 1 1 1 -1
a 1 1 4 - 22-12 a-—1 0 0 5
1 —a 1 1 0

eSi a=1, queda:

1 1 1] -1
0 0 0 5| — Sistema incompatible
0 -2 0] 2

Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.
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¢ Si a=-1, queda:

11 1] -1
-2 0 0 5 | = Sistema incompatible
00 0] 2

Los dos ultimos planos son paralelos y el primero los corta.

eSi a#l y a#-1 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que

se cortan en un punto.

PARA PENSAR UN POCO MAS

44 Resuelve el siguiente sistema:

x+y+z+ti =17
x+y+z +w=16
x+y +tt+w=15
x +z+t+w=14

y+z+t+w=14

@& Si sumas las cinco igualdades, obtendrds otra con la que se te pueden simplificar

mucho los cdlculos.

X+y+z+i =17
x+y+z +w=16
x+y +i+w=15
X tz+tli+tw=14
yrz+i+w=14
Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4o+ 4y + 4z + 4t + 4w = 76, es decir:
4x+y+z+1+w =76, obien:

x+y+z+i+w=19

Por tanto: X+y+z+D+w=17+w=19
(x+y+z+w +1t=16+1t =19
(x+y+t+w+z=15+2=19
+z+t+w+y=14+y=19

rz+t+w +x=14+x=19

Ll Ll

w=72
r=3

z=4
y=5
x=5

45 Nos dicen que x, y, z, t, w son nimeros enteros y que k vale 36 6 38. Decide
razonadamente cuil de los dos es su valor y resuelve el sistema:

x+ty+z+i = 35
x+y+z +w=36
x+y +it+w =38
X tz+t+w=39

y+z+t+rw=~k
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x+y+z+i = 35
xX+y+z +w=306
x+y +1+w=38
X tz+ir+w=39

yrz+t+rw==~rk

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4x + 4y + 4z + 41 + 4w = 148 + k, es decir:
4x+y+z+ 1+ w) =148 + k, o bien:

x+y+z+t+w=57+§

Si x, y, z, {, w son numeros enteros, su suma también lo sera; luego, k debe
ser multiplo de 4. Como nos dicen que vale 36 6 38, tenemos que ha de ser k= 36
(pues 38 no es mdltiplo de 4).

Resolvemos el sistema, ahora que sabemos que & = 306:

La suma de las cinco igualdades dara lugar a:

36

x+y+z+t+w=37+7=37+9=46
Por tanto: x+y+z+D+w=35+w=46 —> w=11
x+y+z+w +1=36+1 =46 — =10
X+y+t+w+z=38+z=46 — z=
(X+z+t+w+y=39+yp=46 — y=
+z+t+w+x=36+x=46 — x=10

Una cuadrilla de 5 obreros se compromete a podar los 222 arboles de una
plantacion. Trabajan de lunes a sabado. Cada dia, cuatro de ellos podan y el
quinto los atiende (repone herramientas, les da agua, recoge los troncos que
caen...). Cada obrero poda el mismo nimero de arboles cada dia, es decir, si
Alberto poda 8 arboles un dia, podara 8 arboles cada dia que intervenga. Los
resultados son:

Lunes: 35 arboles podados.
Martes: 36 arboles podados.
Miércoles: 36 arboles podados.
Jueves: 38 arboles podados.
Viernes: 38 arboles podados.
Sabado: 39 arboles podados.

Calcula cuantos arboles diarios poda cada uno de los cinco obreros sabiendo
que ninguno de ellos poda los seis dias.
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Llamamos:
w = n? de arboles diarios que poda el obrero que descansa el lunes.
t = n? de arboles diarios que poda el obrero que descansa el martes.
(Es otro el que descansa, pues la suma es diferente).
z = n? de arboles diarios que poda el que descansa el jueves.
(Es otro distinto, pues la suma es diferente).
y = n2de arboles diarios que poda el que descansa el sibado.
(Es otro, pues la suma es distinta a las anteriores).
x = n2 de arboles diarios que poda el obrero que falta.
(Descansara el miércoles o el viernes; coincidird con ¢ o con 2).

Asi, el n? de arboles que se podan cada dia sera:

X+y+z+i =35 |
xX+y+z+  w=36
x+y +1+w=38
X, Y, Z, t, w son enteros
X +z+t+w=39

yrtz+t+tw==~k

k puede ser 36 6 38

Se trata de resolver este sistema.
Por el ejercicio anterior, sabemos que k= 30; y que:
x=10, y=7, z=8, t=10, w=11

Por tanto, el que poda 11 drboles descansa el lunes, uno de los que podan 10 ar-
boles descansa el martes, el que poda 8 arboles descansa el jueves y el viernes, el
que poda 7 arboles descansa el sibado y el otro que poda 10 arboles, descansa el
miércoles.
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Pagina 48

= Ayudiandote de la tabla...
De la tabla podemos deducir muchas cosas:
— Al consejero A no le gusta ninguno de sus colegas como presidente.
— B solo tiene un candidato (el C).
— Dos consejeros (C y E) estdn de acuerdo en los mismos candidatos (B, Cy D).
— El consejero F no opta por ninguno de sus compaferos.

— Al candidato E no le prefiere ninguno de los otros consejeros. De hecho, es el tinico que no se
considera idéneo para el cargo.

— Los candidatos B y D han obtenido los mismos resultados.

— Solo A 'y C se consideran idéneos para el puesto de presidente.

Segun los resultados, el candidato C es el mds idéneo para presidir la empresa (por lo menos eso
piensan sus compaiieros del consejo).
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= Aqui tienes representados, mediante flechas, los vuelos que hay el martes des-
de el pais B hasta el pais C. Representa, mediante una tabla, la informacion
recogida en el diagrama.

Cl CZ

A 2

L 1] o
B, | 1|0
B, | 0| 2

Unidad 2. Algebra de matrices




= Una persona quiere salir el lunes de A, pasar la noche en B y llegar el martes

a C.

En total tenemos 5 posibles formas de irde 4, a C,.

Continua td, rellenando razonadamente el resto de la tabla y explicando, en
cada caso, como llegas a la respuesta.
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1. Escribe las matrices traspuestas de:

1
5
6

3
A=|2
-

5

2
D=1,
6

3

[

=}
.
Dl =4
1

o DN R

S =N

[©2 N N O =

—_ O

o

G

G,

2

o

E=

E'=

25
41

=20\
 —

—_

7 4
7 -1 0
4 0 3

2. Escribe una matriz X tal que X’=X.

Por ejemplo, X =

Unidad 2. Algebra de matrices

|

135 -1
c=10 2 4 1
610 3
F=(546 1)
106
1321
=15 40
11 3
5
4
t =
=1e
1



3. Escribe una matriz que describa lo siguiente:
[ =40,
D<t O
[
0 e
O] =0
DM o

21 0 0 0
010 20
00110
00 0 00
00 0 1 2
00 010
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1. Sean las matrices:

A I e T S v

A=(41—3 41 3 8 —-10 0 6 2 4

Calcula E=24A—-3B+ C-2D.

7o (2 0—4) (—3 0 3)+(7 1 —1) (4 2 10)=(18 -1 —18)
8 2 -6/ \-123 9/ \8 10 o/ {12 4 8] \16 -15 -23
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2. Efectiia todos los posibles productos entre las siguientes matrices:

0 2 71 5 1 -1 1
A=(1222) =11 c=16 3 0o ol p=|0 5 2
=25 01 251 0 2 3 -3
3 4
7 14 21
__8—245). ._(718—4). |33 2
AC_(24—4—1—10’ AD={y 390 5} B4 2 5 1
-5 26 13
22 28 6 -1 2 5 3 3 4
c-B=39 3| D-c={26 5 2 o D D=|4 31 4
9 —4 28 38 -1 10 4 4 17

Unidad 2. Algebra de matrices



3. Intenta conseguir una matriz I, de dimension 3 x 3 que, multiplicada por
cualquier otra matriz A(3 x 3), la deje igual.
Esdecir: A-I;=1;-A=4
La matriz I, se llama matriz unidad de orden 3. Cuando la tengas, sabras obte-
ner una matriz unidad de cualquier orden.

100
L=10 1 0
00 1
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1. Comprueba las propiedades 2, 3 y 4 anteriores, referentes al producto de nu-
meros por matrices, tomando: a=3, b=06

(3 5 (7 =21
A'(z 3 0) B'(4 6 8)

27 45 9 0
i 0
2)94 (18 27 0) g
{9 15 -3 18 30 -6) (27 45 -9
3A+6A—(6 9 o)+(12 -18 O)_(18 =27 OE
94 = 34 + 6A
3)3(A+B)=5(105 0)=(309 0) 0
6 3 8 18 9 24 E
(9 15 =3} (21 6 3) (30 9 0\O
5A+3B—(6 9 o)+(12 18 24)_(18 9 24)%

3(A+ B) =34+ 3B

_[3 5 -1} _
D1 A_(Z 3 O) A
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2. Comprueba las propiedades distributivas para las siguientes matrices:
1
1 4
_ _—1567) _(4160) | 2
A'(I)Z) B'(309—2 ““loassl Pl
3
15 2 68 19 O
A-(B+C’)=A-(g 61 ; §)=(15 -5 70 15) .
- 21 0 96 25 0
O

150 45 -10|+{0 =5 25 25|=[15 =5 70 15
175 60 =5/ \4 -5 36 30/ \21 0 96 25/

Unidad 2. Algebra de matrices 0

11 5 42 -1 4 -3 26 20 15 2 68 19\ 0O
A B+A-C= + =




A-B+CO=A-B+A-C

(3 6 12 7). _(—24)%
B+O D_(g—l 14 3 _—60E
[0 24\ (-24\ O
B'D+C'D_(48 +—12)_(40)E

B+C)-D=B-D+C-D
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1. Calcula x, y, z, t para que se cumpla:

(2 —1)(x y)=(2x—z Zy—z‘)=(5 1
0 1/\z ¢ z 3 0 2
2x—z=5% x=%g
0 3IZI
_. _ U
2y—t—1|:| y—?D
O O
z=0 o z=0 1
= g - O
t 0 t=2 0

Solucion:

z t] \o 2

2

?) _(5/2 3/2)

2. Para las matrices: A = (; -

aA)A-(B+CO)=(A-B)+(A-0)
b)A+B)-C=(A-C)+(B-0)
c)A-(B-C)=(A-B)-C

o 35\ (3 s
DA B+O =4 (5 0) (41 10)
{15\ (4 o) (3
A'B+A'C‘(26 3)+(15 7)‘(41
(o5 . [55
b“A+B‘C‘& J “ E06)

(4 0\ (1 s5) (55
A'C+B'C'(15 7)+(15 —1)'(30 6)

o s\ (1 s
oA B O=4 (15 —1)_(107 3)

_[-1 5} |1 5
(A'B)'C_(% 3) ¢ (107 3)

I o

Unidad 2. Algebra de matrices

(6 3z 3

|

oy [-15 (4 0 )
), B—(4 _1), C-(l 1), comprueba:

A- (B+CO)=A-B+A-C

I

)
10

I

A B-O=MA-B-C

A+B-C=A-C+B-C

4



_[3 0 [0 6
3. Sean A—(5 _1) yB—(l _3).

Encuentra X que cumpla: 3-X—-2-4=5-B

. (o 30 6 o) (6 30
3X_’BJrZA_(S —15)+(10 —2)_(15 —17)

2 10
X= (5 —17/5)

4. Encuentra dos matrices, A y B, de dimension 2 x 2 que cumplan:

1 4 -1 2
2A+B_(2 0) A_B_(l 0)
_[' 4o
2A+B_(2 O)E 0 6 0 2
., B_(—l 2)% Sumando: 3A=(3 O) N A=(1 O)
77 1 o) H

R bl Bt B R

. [0 2 (10
Solucion: A —(1 O)’ B—(O O)

5. Encuentra dos matrices X e Y que verifiquen:

(1 5 (10
ZX‘3Y‘(4 z)YX‘Y‘(s 6)
(1 s5\o (15 O
svosr-( Y ovs-(1 )
g U
(-1 0} O (2 010
X—Y—(3 6) E_2X+2Y_(_6 _12)E
3

Sumando: —Y=(_2 —?O) . Y=(_25 I(S))
el -
Solucion: X = (_54 IZ)’ y = (‘25 1(5))
6. Averigua como ha de ser una matriz X que cumpla:
wfo ) )

x-(7)
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oo - E )
0 1 z t 0 1 z z+t 0
O igus
(1 1).X=(1 1)(x y)z(x+z y+t)D han de ser iguales
0 1 0o 1) \z ¢ = ot g
X=x+z
;C:z:ert =l Solucion: X = (g ﬁ), donde x e y son nimeros reales
cualesquiera.
z+i=t z=0

7. Efectia las siguientes operaciones con las matrices dadas:

(1 2 (-4 7 (1
A'(o 3) B'(s 0) C'(s 2)
aAA-B)+(A4-0)

b)A4-B)-C
C)A-B-C

o (2 7\ (7 3\ [o 10
R I R

(5 -5\ (v -1)_{[-10 -15
b)(A_B)'C'(—s 3) (3 2) (6 9)

‘..=27.1—1=2312
OA-B-C (9 0) (3 2) (9 —9)

1 2
01

oo 2).(0 2)=(0 0)
“-D (o o/ \o o/ {o o
9. Halla la inversa de las matrices:
7 3 3 2
a)(z 1) b)(—s 5)
)(7 3)(x y)=(1 o) (7x+3z 7y+5t)=(1 0)
Y2 1/\z )7 \o 1) T o \oxw+z 2p+r 0 1

Tx+3z=10 x= 1 7y+3t=0%y=—3
2+ z=0Q z=-2 v+ =1 t= 7

8. Dada la matriz A = ( ) comprueba que (4-1 )2 =0.

1 —
Por tanto, la inversa es (_2 75).

b)(a —2)(x y)=(1 o) (3x—22 3y—2t)=(1 0)
-8 5)\z ¢ 0 1/ 7 \-8x+5z -8y+5¢ 0 1

Unidad 2. Algebra de matrices 0



3x-2z=1U0 x=-5 3p—2t=0U y=-2
Bx+5z=0 z=- 8y+5t=1Q t=-3

Por tanto, la inversa es (:2 :g)
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1. Considera u (7, 4,-2), v(5,0,6), w(4,6,-3), a=8, b=-5, elementos de R3
vy IR. Comprueba las ocho propiedades que se enumeran arriba.
e Asociativa: (U+ V) +w=1u+(V +w)
(u+v)+w=_>2 4,4 +w=(16, 10, 1)
u+ (v +w)=u+(9, 6, 3) =6, 10, 1)
e Conmutativa: 0+ v =V
u+v =(01244=v
e Vector nulo: v+ 0=v
v+0=(50,6+0,00=(,06 =V
e Vector opuesto: v+ (—v) =10
V+(=v)=(50,06) +(5,0,-6) = (0,0, 0)
e Asociativa: (a - b) - v=a-(b-v)
(8- (=5) - (5,0,6)=—-40 - (5,0, 6) = (=200, 0, —240)
8 [-5-(5,0,06)=8"(=25 0,-30) = (=200, 0, —240)
e Distributival: (a+b) - vVv=a -v+b-vVv
(@a+b)-v=3-(506 =50, 18)
a-v+b-v=8-(5006-5(500 =(40,0,48) — (25,0, 30) = (15, 0, 18)
e Distributivall. a-(U+v)=a-u+a- v
a-(u+v)=8-(12 4, 4) = (96, 32, 32)
a-u+a-v =8-(7,4,-2)+8(5,0,06) = (56, 32, -16) + (40, 0, 48) = (96, 32, 32)
e Productopor1: 1-v =v
1-v=1-(5006=(06=vV
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Comprueba si los siguientes conjuntos de n-uplas son L.I. o L.D.
2.(3,0,1,0),(,-1,5,0),(,0,1, 1), (4,-2, 0,-5)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(3,0,1,0 +»2,-1,5,0 +200,0,1, D + w4, -2, 0, -5 = (0, 0, 0, 0)
Operando, llegamos a:

BGx + 2y + 4w, -y — 2w, x + 5y + 2z, z— 5w) = (0, 0, 0, 0)

Unidad 2. Algebra de matrices o



Esta igualdad da lugar al siguiente sistema:

3x+2y +4w=0

-y -2w=0
x+5)+z =0
z-5w=0

Este sistema tiene como solucién Gnica x =0, y=0, z=0, w=0. Por tanto, los
vectores son linealmente independientes.

.(3,0,1,0),,-1,5,0),(,0,1,1),(0,0,0,1)
Aplicamos la propiedad fundamental:

x(3,0,1,0) + (2, -1, 5,0 + 20,0, 1, 1) + w(0, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0)
Operando, llegamos a:

(Gx+2y,—p, x+5)+ 2z 2+w=(0,0,0,0

Esta igualdad da lugar al sistema:

3x + 2y =0
-y =0
xX+5+z =0
z+w=20

Este sistema tiene como solucién Gnica x =0, =0, z=0, w=0. Por tanto, los
vectores son linealmente independientes.

.(2,-4,7),(1,0,2),(0,1,2)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(2,-4,7) +»(,0,2) + 2@, 1,2)=(0,0, 0
Operando, llegamos a:
Qx+y, ~4x+ z 7x + 2y +22) = (0,0, 0)
Esta igualdad da lugar al sistema:
2x+ y =0

—4x + z=0
Tx+2y+2z=0

Este sistema tiene como solucién Gnica x =0, y =0, z = 0. Por tanto, los vectores
son linealmente independientes.
.(1,0,0), (1,1, 0),(0,0,0

Explica por qué si en un conjunto de vectores esta el vector cero, entonces son
L.D.

e Aplicamos la propiedad fundamental:

x(1,0,0) +y, 1, 0) + 2(0, 0, 0) = (0, 0, 0

Unidad 2. Algebra de matrices 0



Si hacemos x =0, y=0, z puede tomar cualquier valor, por tanto, los vectores
son linealmente dependientes.

* Si en un conjunto de vectores u,, U,, ..., U, estd el vector cero, podemos conse-
guir una combinacion lineal de ellos:

XU+ x,u,+ L+ x, qu +x,0=(0,0,0,...,0)

enlaque x,=x,=..=x,_,=0 7y x, #0. Como no todos los coeficientes son

nulos, los vectores son linealmente dependientes.
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

1 4 -1 1 3 11 o 2 1-1 120 -3
a=|-13 2| B=|2 15| ¢c=|® 21 2] ph |3 1 4
2 2 0 1 10 -8 -11.3 20 2 1 5 -1
0 8 7 9 4
1 4-1 = 14 -1 e 1 4 -1
A=|-1 3 2] 5 20+12 07 1|5 22 07 1|5 manA=3
2 20 io20 12 0-6 2 3-2-2 0-20 0
1 3 -1 - 1 3 -1 i 1 3 -1
B=|2 -1 5|5 2:-2-12 0 -7 7| 2 0 -7 7| = ran(B) =2
1 10 -8 312 0 7 -7 32+ 2 00 0
1 0 2 1 -1 7 10 2 1 -1 I
oo 2112 2 02 -1 1 2 2
-1 1 3 2 0o = 3+ 01 5 3 1| = 232
0 8 7 9 4 - 08 7 9 4 iy
10 2 1 -1 12 10 2 1 -1
02 -1 1 2 2 02 -1 1 2
- - ran (C) =
0 0 -11-5 4 3 0 0 -11-5 4 =3
\0 0 11 5 —4 i 00 0 0 0
1 -2 0 -3 " 1 -2 0 -3 "
D=|-1 3 1 4| 5 2:+12 01 1 1 -~ B2
2 1 5 -1 32 =22 05 5 5 33_5.28
1 -2 0 -3
01 1 1| &% ran(D) =2
00 00

Unidad 2. Algebra de matrices 0
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Operaciones con matrices

1 Dadas las matrices A = (; _12

a)—24 + 3B b)%A-B

o35 »(EE7) o

-12 4 -11/2 1

1-1

2 Efectia el producto (-3 2) ( 5 2

7 7 ((1)) -

3 a) sSon iguales las matrices A4 = ;

c) B- (-A4)

21 4) d)(45 —16) (9 0)_(34 —16)
24 5 ) \2 4] \22 -9

8 -6

|

(30 .
) y B= (_2 2), calcula:

d)A-A-B-B

y B=(2 3)?

b) Halla, si es posible, las matrices AB; BA; A + B; A'— B.

a) No, A tiene dimension 2 X1 y B tiene dimensién 1 X 2. Para que dos matri-
ces sean iguales, deben tener la misma dimension y coincidir término a término.

4 6
6 9

ma dimension.

Al-B=2 -2 3)=0 0

b)A~B=(

1 -2 1)

4 Dadas las matrices: A = ( 30 1

a)(A4+B!'=A"+ B
b) (34)" = 34"

a)(A+B)’=(5 -2 O)z=(—52 1)

Unidad 2. Algebra de matrices

); B A= 3); A+ B no se puede hacer, pues no tienen la mis-

comprueba que:

(4 0 -1
210

A+B!=A4"+B



3 9
b)(SA)’=(g ‘06 §)t=(_6 0)
3 3

1 3 39
-2 0|=1-6 0
11 33

5 Calcula 344'-2I, siendo A= (

(3A)! = 34"
34'=3

31)
5 2/

i o2 1)(3 5)_(2 o)= (10 17)_(2 0)=
344" 3(52 1 2/ \o 2)73\17 20) |0 2
=(30 51) (z O)=(28 51)
51 87) \0 2 51 85

-1

6 Dadas las matrices A = (‘72’ _3) y B= (_01 i , comprueba que (4 - B)! = B’ - A'.

-3 5 -3 —2)
-2 1 51

woa=(3 )05 2)-(3 7

7 Calcula, en cada caso, la matriz B que verifica la igualdad:

a)(s -1 5)+B=(4 0 6)

) - -
(4 B)=B"A

o

1 0 3 0 2 2
-1 4 (-5 4)
b)z(—s —2)_33'(0 -1

om=(3 98- (512
w2 5)-ae= (T 8) < =2 (5 )5 5)-(5 )

(1 4/3)
B'(—z -1

Matriz inversa

8 Comprueba que la matriz inversade A es A™%:

121 3 -6 -1
A=|0 10| 4l=({0 1 0

203 -2 4 1
A At=1

Unidad 2. Algebra de matrices é



9  ¢Cual es la matriz inversa de la matriz unidad?

La matriz unidad, 1.
. . -1 0
10 Halla la matriz inversa de A4 =

2
)yladeB (2 4

(1
-10

MO=2 - Al=

0 —1)
1/2 1/2

_ L[ 0)
BO=—4 - 5 (1/2 1/4

11 Con las matrices A y B del ejercicio anterior y sus inversas, 4! y B,
comprueba que:

AU+B1z41+ B!
b)(A-B)1=B"1-41

0 2\ (—2 1) 0
-1 -
2+ B (1 4) 1/2 0] §
1 UHU+Btz4a1+pB!
A—1+B—1=(_ - ) H
1 3/4 E

1 0 1/8 -3/8

Al_(l 0).(0 —1)=(0 1)
1/2 1/4) \1/2 12] \1/8 -3/8

-1
b)(A‘B)*1=(3 8) =(O 1)
(A'B)_1=B_1'A_1

I

Rango de una mairiz

12 Estudia la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjuntos
de vectores:

a) u1 =(1,-1,3,7), u2 (2,5, 0,4) ydicual es el rango de la matriz cuyas co-
lumnas son u1 y u2

b)v,=(@1,0,-2,3, 1), v,=(2,-1, 3,0, 2), V3 (4,-1,-1, 6, 4) ydicuiles el
rango de la matriz cuyas filas son Vp vz, v3

1 2 12 1 2 12 12
. _1-15 22 + 12 0 7 2 07 _
a) M= 3 0| -3 0 6|~ 622473 00 - ran (M) = 2
7 4 42712 0 -10 10-2*+7 - 42 00

Los vectores u; y u, son linealmente independientes.

0-2 31 ik
- -6 0 - 2
-6 0

v
7 32 _ a

0 —

1 2 3 1 12
bM=12-13 0 2| - 22-2-12
4 -1-1 6 4 3 —4-12

Unidad 2. Algebra de matrices Q
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1 0-2 31
0-17 -60| - ran) =2
00 0 0 O

El conjunto de vectores 31, 32, \73 es linealmente dependiente. Hay dos vecto-

res linealmente independientes.

Estudia el rango de estas matrices y di, en cada caso, el nimero de columnas

que son L.I.:

11 1 2 2 1 1 3 -1 -1 1 1 1 1
2 11 4 2 31 153 3 -1 1
A=13122 B_6 _2C=1111D=11—1—1
- ? 3 3 7 5 5 1 1 1 -1
1 1 1 2 12 1 1 1 2 12
A=(2 3 5 11| - 22-2-12 01 3 7 - B2
1 -1 6 29 34-12 0 -2 5 27 3422
1 1 1 2
01 3 7| > ran(A)=3
0 0 11 41
Hay 3 columnas linealmente independientes en A.
21 3 12 21 3 12 21 3
B=|42 -1 - 2:-2-12 00 -7 > 22 00 7| - ran (B) =2
63 2 3#-3-1¢ 00 -7 3¢ -2¢ 00 O
Hay 2 columnas linealmente independientes en B.
1 -3 -1 -1 . 11 1 1 12
C= 15 3 3 L2 1 5 3 3 Rt
1 1 1 1 12 1 3 -1 -1 3*-12
37 5 5 # 37 5 5 #-300
1 1 1 1 12 1 1 1 1
0 4 2 2 2 0 4 2 2 ~
0 -4 2 2 7 ez 000 of > Am@=2
0 4 2 2 s 0000
Hay dos columnas linealmente independientes en C.
1 1 1 1 1a 1 1 1 1
I S | 2012 0-2 0 -2 ~
P11 1 4 4~ »-= 0 0 2 2 = A =4
11 1 -1 -1 00 0 =2

Las cuatro columnas de D son linealmente independientes.
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Ecuaciones con matrices

14 Halla las matrices X e Y que verifican el sistema

_[1 4) _(1 —1)
2X+Y—(2 O,X—Y— 1 0/
(1 4) O
2X+Y_(2 0) H
1 41 [l Sumando las dos ecuaciones, queda:
-1 0
X_Yz(l o) H
U
_ (2 3) =(2/3 1)
3X (3 o] ~ X 1 0

Despejamos Y en la 22 ecuacion:

vex-3 )00 -0 )07 0)

2/3 1) Y=(—1/5 2)

Por tanto, X = ( 1 0 o of

15 cCalcula X tal que X— B? =4 - B, siendo:

S 101 10-1
A=|1 1 0 B=(1 11
0 0 2 0 01
X=A B+ B?
1 0 0\ O
A-B=(2 1 0| O
0 0 2] H 2 0 =2
0x=[4 21
1 0 -2 — 0 0 3
B2=(2 1 1 B
0 01 m
16 Determina los valores de m para los cuales
S
_[(m©o . 2_5 -
X= 0 2) verifique X _EX+I 0.

2 5 =m0)(m 0)_2(m O) (1 O)=
X-5 X+l (02 02720 2/ o 1

(-2 P -6

“lo 4/ 210 2 0 0 0 0
Tiene que cumplirse que:

mz—%m+1=0 S 2m2-5m+2=0 o
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N|HN

o d2V25-16 _ 5+
4 4

3 3
I

. 1
Hay dos soluciones: m, = 2; m, = —
1 ’ 2 2

s 2615306

17 Resuelve:

S
5 216626
3 2/\yl \yal\2] ~
(x—y)_(3+2x) x— y=3+2x0 x+y=-30
= N 0
3x + 2y 3y -2 3Bx+2y=3y—2[ 3x-y=-2[]
D 4x=-5 o x=2 L yp=3-x=23+2=2"L
Sumando: 4x = -5 x=— y=-3-x=-3+ y y
. =5 =7
l ~ . = _= . =
Solucion: x e y %
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PARA PRACTICAR
4 5 -1
18 Dadalamatriz A=|-3 —4 1 |, calcula 42, 43, ..., A128,
S -3 -4 0
4 4 1 1 0 0
A2=A4-A=|-3 3 -1, A3=42-4A=|0 1 0|=[ A*=43 - A=1-4=4
0 1 -1 0 0 1
4 4 1
A128=A42'3+2=(A3)42,A2=I42,A2=I,A2=A2= -3 -3 -1
0 1 -1
5 —4 2
19 Comprueba que A% =241, siendo: A=| 2 -1 1 | e I la matriz unidad
S deorden 3. -4 4 -1
Utiliza esa igualdad para calcular A%,
9 -8 4
A*=A-A=[4 3 2
-8 8 -3
A2=24-1

24— 1=

10 -8 4 1 0 0 9 -8 4
4 =2 2|-10 1 0f=4 -3 2
-8 8 -2 0 0 1 -8 8 3
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Calculamos A%
At=UD2=QA-D?=QA-DQRA-1) =442 -24-24 + I* =
=4QRA-1)—-4A+1=8A—-4I—4A+ =44 - 3] =

5 4 2 100 20 -16 8 3.0 0 17 -16 8
=412 -1 1]-3]0 1 0|l={8 4 4]|-|0 3 0|=8 -7 4
00 1] \-16 16 -4/ \o o 3] \-16 16 -7

-4 4 -1
20 Determina a y b de forma que la matriz

_(21 . 2 o
A_(a b) verifique A4° = A.
2 -1)(2 -1 d—a 2-0b
2 4.4 -
A7=4 A_(a b)(a b)_(2a+ab —a+b2)

P —2—b2 =(2 —1) . 2-b=-1 - b=-
2a+ab -a+b a b 2a+ab=a - 4-2=2

a+b’=b - 2+1=-1

Portanto, a=2 y b=-1.

11/71/7 10
21 Calcula 4" y B" siendo: A4=|0 1 0 B= (0 3)
S 0 0 1
1 17 7\ (1 1/7 1/7 1 2/7 2/7
e A2=4-4=|0 1 0 0 1 O [|={0 1 O
0 0 1 0 0 1 0O 0 1
1 2/7 2/7\ |1 1/7 1/7 1 3/7 3/7
A3 = A? ={0 1 O 0 1 0 [=]10 1 O
0 0 1 0 0 1 0O 0 1
1 n/7 n/7
Asi, A"=10 1 0 |. Lo probamos por induccion:
0 0 1

Acabamos de comprobar que para 7 =2 (primer caso relevante), funciona.

Suponemos que es cierto para 7 — 1:

1 n-17 n-1/7 1 1/7 1/7 1 n/7 n/7
0 1 0 <10 1 0 |]=(0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

sy 90 - (o )10 9

wesn=(L (0 9-(2 2)-(5 2)

Unidad 2. Algebra de matrices 0
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Por tanto, B" = ( 0 3n). Lo probamos por induccién:

Igual que en el caso anterior, para 7 = 2 se cumple.

Suponemos que es cierto para 7 — 1:

0 (1 0 1 0y (1 O
BT =B 1'B‘(o 3”1)'(0 5)'(0 3”)

22 Dada la matriz A=(; i, halla una matriz B talque A B= ((3) (3))
S
g=(0 3 1 =—1_(O 5) _ .(O 3)
AB(30)HAABA3()HBA30

1, _ . —1=i(1 —2)
Calculamos A= [MO=-3; 4 3 2 1

IOlaIltO:
—

0 2 -1
23 Dadalamatriz A=(0 0 1 | pruebaque 43 esla matriz nula.
S 0 0 O

Demuestra después que la matriz I+ A + A*> es la matriz inversa de I— A.
O Multiplica I+ A + A% por I —-A.
0 0 2 0 0 0
A2=10 0 Of, A3=42-4=|0 0 O
0 0 O 0 0 0
Veamos que [+ A + A% es la inversa de I-— A:
U+ A+ADU-AD=T-A+A-A*+A*>-A>=1-A3=1-0=1

Como (I+A+ A% - (I—-A) =1 entonces [+ A+ A% eslainversa de I— A.

3 0 8
24 Dadalamatriz A=| 3 -1 6 | compruebaque (4 + I)?> =0 yexpresa A co-
-2 0 -5
mo combinacioén linealde A e I.
3 0 8 1 0 0 4 0 8
A+7=(3 -1 6]+[0 1 0)=(3 0 6
-2 0 -5 0 0 1 -2 0 -4
4 0 8 4 0 8 0 0 0
A+D*=(3 0 6 3 0 6]=|0 0 0
-2 0 —4/\-2 0 -4 0 0 0

Unidad 2. Algebra de matrices é
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26

Expresamos A2 como combinacion lineal de 4 e [
A+D?*=0 - U+DUA+D=A*+A+A+[=A+24+1=0 -
- A*=24-1

a) Comprueba que la inversade 4 es A

5 0 2 1/5 -2/5 0
A=(0 0 1 A1=1-3/5 6/5 1
310 0 1 0

b) Calcula la matriz X que verifica X4 = B, siendo A la matriz anterior y
B=(1 -2 3).

DA -A1=1T

bXA4=B - X - A-A1=B-A41 o, X=B 41

Por tanto:
1/5 =2/5 0
X=(1 23|35 65 1 =(1 1 _2)
0 1 0 55

Estudia la dependencia lineal de los siguientes conjuntos de vectores segin
los valores del parametro #:

au, =(1,-1,0,2), u,=(2,0,1,-2),
u;=(3,1,1,8)

b) v, =(2,-2,0,0),v,=(1,5, 3, 3),
v3=(1,1,41),v,=(206,4,4

a) Debemos estudiar el rango de la matriz:

1 -1 0 2 12 1 -1 0 2 18
M=|2 0 1 2| - 22-2-12 02 1 -6 | - 2

31 1 ¢ 3#-3-1 0 4 11-6 3¢ -2-28

1 -1 0 2

02 1 -6 - ran (M) = 3 para cualquier valor de ¢

0 4 -11+6

Los tres vectores son linealmente independientes, cualquiera que sea el valor de 7.

b) Hallamos el rango de la matriz:

2200 122 1-1 00 1
uo|t 5 33| = 15 3 3] 2
11 ¢ 1 4.2 13 2 2 3 -1
2 6 4 4 3 11 ¢ 1 L=l

Unidad 2. Algebra de matrices 0



1 -1 0 O 12 1 -1 0 O 12 1-1 0
06 3 3 22:3 0 2 11 22 02 1
0 4 2 2|7 3:2 02 1 1] 3-2 00 0
02 t 1 i 02 ¢t 1 =2 00¢t-1
e Sit=1, ran (M) =2 - Hay dos vectores linealmente independientes.
e Si t#1, ran (M) =3 - Hay tres vectores linealmente independientes.

SO = O

27 Estudia el rango de las siguientes matrices segiin el valor del parametro k:
S 1 -1 -1 2 -1 4 1 3 2 -1 110 2
M=|1 -1 2 N=|-2 1 3| P=(2 6 4 &k 310
2 1 k 1 k& 2 4 12 8 —4 10 3 &
1 -1 -1 12 1 -1 -1
M=[1-1 2| - 221 00 3 |-
21 k 38=2- 18 0 3 k+2
- ran (M) =3 para cualquier valor de k.
2 -1 4 12 2 -1 4 1
N=|-2 1 3] - 2*+1* 0 0 7 - 1+2k=0 si/e=—7
1 & 2 2-38-1% 0 1+2k O
1 _
LI Ie——?, ran (N) = 2.
LI /ei—%, ran (N) = 3.
1 3 2 -1 12 1 3 2 -1 12 1 3 2 -1
P=(2 6 4 k| - 3:4 13 2-1| - 22-12 000 O
412 8 4 2 2 6 4 k 38-2-1% 00 0 k+2
e Si k=2 - ran(P) =1
e Si kRE-2 - ran(P)=2
-1 1 02 12 -11 0 2 12
o=(13 10| - 22412 041 2 | - 2
2 10 3 & F+2-12 0 12 3k+4 3#-3-2¢
-11 0 2
0 4 1 2
0 0 0 k-2
e Si k=2 o ran(Q) =2
e Si k22 - ran(Q) =3
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28 Halla el valor de k para que el rango de la matriz A sea 2.

5 -5 —6)
A=|-5 3 -1
0 kB 7
5 56 12 5 5 -6 12 5 5 -6
A== 3 —1| & 2241 (0 ) —7) o o2 (o 2 —7)
0o k 7 3 0 k 7 3t 428 0 k=20

Para que 7an (A) = 2, ha de ser k-2 = 0; es decir, k= 2.

. (2 0 (1
29 Halla X e Y sabiendo que 5X + 3Y—(_4 15) Y 3X + 2Y—(_2 9 )
(2 o\DO [0 O)IZI
5X+3Y‘(—4 15)% _15X_9Y_(12 —45) H s
1 -1 E 5 s ESumando: Y=(2 O)
5X+2Y=(—2 9)% 15X+10Y=(—1o 45)%
(1 (1 4 -1 -5\ _(3 9 (1 3
5X‘(—2 9)_2Y_(—2 9)_2(2 o) (—6 9) - X (—2 3)
o[ 3 (-1 s
Solucion: X—(_2 3), Y—(2 0)
30 DadalamatrizA=(§ ;) halla dos niimeros reales m y n tales que A+ mA + nl=0.
21 2 1 1 0 0 0
AvxmAxnl=0 - (2 3)””(2 3)+”(o 1)‘(0 o)
2+2m+n=0 - n=0
2+2m+n 1+m )=(O O) 1+ m =0 - m=-1
2+2m  3+3m+nl \0 0/ T [R+2m =0 - m=-1
3+3m+n=0 - n =20

Solucion: m=-1; n=0
31 Determina, si es posible, un valor de k para que la matriz (4 — kRI)? seala

matriz nula, siendo:
0 -1 -2
-1 0 -2

11 3

0 -1 -2 k0 0 -k -1 =2
A-kI=|-1 0 =2|-|0 & O0]|=|-1 -k =2
1 1 3 0 0 k 1 1 3-k%k

Unidad 2. Algebra de matrices 0
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-k -1 =2 -k -1 =2 R2—1 2k-2 4k — 4
A-kD?=|-1 -k =2 -1 -k 2 |=(2k-2 k2-1 4k — 4 =

1 1 3-kJ\1 1 3-% 2-2k 2-2k k2-06k+5

e

oS O O
oS O O
o O O

32 Una compaiiia de muebles fabrica butacas, mecedoras vy sillas, y cada una de
S ellas de tres modelos: E (econémico), M (medio) y L (lujo). Cada mes produ-
ce 20 modelos E, 15 M y 10 L de butacas; 12 modelos E, 8 My 5 L de mecedo-
ras, y 18 modelos E, 20 M y 12 L de sillas. Representa esta informacion en
una matriz y calcula la produccion de un afio.
E M L
BUTACAS 20 15 10
Cada mes: MECEDORAS [ 12 8 5
SILLAS 18 20 12
E M L
20 15 10 BUTACAS 240 180 120
Cada afo: 12-112 8 5 | = MECEDORAS | 144 96 60
18 20 12 SILLAS 216 240 144
Pagina 72
33 En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3 tienen
S 4 ventanas pequeiias y 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequeiias y 4 gran-

des, y las L5, 6 pequeiias y 5 grandes. Cada ventana pequeifia tiene 2 cristales
y 4 bisagras, y las grandes, 4 cristales y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el nimero y tamaifio de ventanas de cada
vivienda y otra que exprese el nimero de cristales y bisagras de cada tipo
de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el niimero de cristales y de bisagras de cada ti-
po de vivienda.

P G
Ls(4 3\ b2 s
a4 |5 4]; ( )
L5 \6 5 G4 6

P G C B
L3[4 3\ g ]2 L3 (20 34
b) L4 |5 4'G(4 6)=L4 26 44
L5\6 5 L5 \32 54
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34 Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas (O).

De cada tipo se hacen cuatro modelos: M;, M,, M; y M,

S
T (0]
M, [300 200 Esta tabla muestra la produccion semanal de bombillas
M, [400 250 )
de cada tipo y modelo.
M; | 250 180
M, \500 300
El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo M,, el 5% en el
M,, el 8% en el M;y el 10% en el M.
Calcula la matriz que expresa el nimero de bombillas transparentes y opa-
cas, buenas y defectuosas, que se producen.
T O
M M, My My M, [300 200 T O T O
D (0,02 0,05 0,08 0,1). M, |400 250 | _ D ( 96 60,9) :D( 96 61)
B 10,98 0,95 0,92 0,9 M; | 250 180 B (1354 869,1 B (1354 869
M, \500 300
al 0 1 01
35 Halla todas las matrices X delaforma |0 b 1| tales que X?=(0 1 0],
S 00 c 001
a1l 0\[a 1 0 a’a+b 1 101
X?=(0 b 1]{0 b 1)]=|0 b*> b+c|=(0 1 0
00 ¢/\0 0 ¢ 0 0 c? 0 0 1
az =1 B a=+1 E
a+tb=0g a=-bg _ _
N ] PR
prc-00 c-bpQ 471 = b= 1 - c=-
c2=1 0 c==1(0
1 10 -1 1 0
Hay dos soluciones: [0 =1 1| y [0 1 1
0 0 1 0 0 -1
36 Calcula una matriz X que conmuta con la matriz A4, estoes, A- X=X - 4,
S siendo A = ((1) ;), y calcula A% +2471- X,
O O
DA-X=(1 1)(6L b)=(a+c 19+d)Ij
a b 1 0 1/\c d c d |0
X=( ) - 0 U han de ser iguales.
c d %X~A=(ﬂ b)(l l)z(a a+b %
0 c dj\o 1 c c+d O
a+c=a [ c=0H u b
b+d=a+b[J] d=a X=(0 a)’ con a, b OR
d=c+d c=0

Unidad 2. Algebra de matrices
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0 1 0 1/\0 a 0 1 0 a
=(1+2a 2+ 2b-2a
0 1+ 2a

(Observamos que la matriz que hemos obtenido también es de las que conmutan

con A).

37 Sean A y B las matrices dadas por:

S 5 2 0 a b 0
A=(2 5 0] B=|c ¢ O
0 01 0 01

Encuentra las condiciones que deben cumplir

que se verifique A- B=B- A.

5 2 0\fa b O 5a+2c 5b+2c 0

A-B=|2 5 0||lc ¢ 0O|=|2a+5¢c 2b+5¢c 0
0 0 1/\0 0 1 0 0 1
a b 0\[5 2 0 Sa+2b 2a+5b 0
B-A=|c ¢ 0|2 5 0]f= 7c 7c 0
0 0 1/\0 0 1 0 0 1

Para que A - B=B- A, debe cumplirse que:

Sa+2c=5a+2bH c=b
5b+ 2c = 2a + 5b c=a

a=b=c

2a + 5¢c =7c 7c="7c
2b +5¢ =7c @ 7c=7c@
0 3 4
38 Dadalamatrizz: A= 1 -4 -5

S -13 4
esta igualdad para obtener A0,

0 Haz A0 = (43)3-A y ten en cuenta que A3 = —I.

-1 0 1 -1 0 O 0 0 0
A2=|1 4 4 A3=10 -1 0| - A4A3+7=|0 0 O
-1-3 -3 0 0 -1 0 00

Obtenemos A9 (teniendo en cuenta que A3 +71=0 - A3

0 -3 —4
AV =33 - A=D3 A=-1-A=-A=|-1 4 5
1 -3 —4

Unidad 2. Algebra de matrices
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39 Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando su inversa coincide con su

S

40

traspuesta.
3/5 x O
Calcula x e y para que esta matriz A sea ortogonal: A= y -3/5 0
0 0 1

0 Haz A-A'=1

Si A7'' = A’ hadeser A-A'=1 entonces:

)

35 x 0 35 y 0 9/25 + x*  3/5y-3/5x 0 100
A-Al={y =3/5 0]-| x =3/5 0f={3/50-3/5x »*+9/25 0[=[0 10
0 0 1 0 0 1 0 0 1 001
2 ix2=-1H 2_ 16 ] _ L4
25+x 1 - X 2 H X J_rS
%—%x=0§ y=x % y=x
2, 9 _ . O > _ 16 [0
YraotE YT
. 4 4 4
Hay dos soluciones: e I Y

Resuelve la ecuacion matricial: (1 1) .X- ( 4 _2) = ( 6 4 )
3 4 -1 0 22 14

(1 1)‘1_(4 —1). (4 —2)‘1_( 0 —1)

34 \3 1) \1 0/ \a2 =2

Por tanto:

(:1) }L)X(fl _02)=(262 144) - X=(j3 _11)'(262 12)'(—?/2 :§)=
(3 M 2)-(6 %)

. (-1 —6)
Solucion: X = (_1 8

CUESTIONES TEORICAS

41
S

Justifica por qué no es cierta la igualdad: (4 + B) - (4— B) = A> — B> cuando 4
y B son dos matrices cualesquiera.

(A+B) (A-—B)=A2—-AB + BA - B2

Para que la igualdad fuera cierta, tendria que ser AB = BA; vy, en general, no es
cierto para dos matrices cualesquiera.

Unidad 2. Algebra de matrices é



Sea A una matriz de dimension 2 x 3:
a) ¢Existe una matriz B tal que A - B sea una matriz de una sola fila?

b) ¢Y para B- A?

Pon un ejemplo para cada caso, siendo: 4 = (; (1) 8)
PR . . 100
a) No; A - B tendra 2 filas necesariamente. Por ejemplo, tomando A = 51 0
1
y B=|2], tenemos que: A B = (i)
0

b) Si; si tomamos una matriz de dimension 1 x 2 (ha de tener dos columnas para
poder multiplicar B - A), el resultado tendra una sola fila. Por ejemplo:

1 0 0

5 1 0)yB=(1 2), entonces B-A=(GB 2 0)

SiA=(

Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamafio. Si A y B son simé-
tricas, ¢lo es también su producto A4 - B?

Si la respuesta es afirmativa, justificala, y si es negativa, pon un contraejem-
plo.

Si A y B son dos matrices cuadradas de igual tamano, simétricas, su producto,
A - B, no tiene por qué ser una matriz simétrica. Por ejemplo:

1 20 -1 3 1 511
Si A=(2 1 1)y B=13 -10 - A-B=12 5 1| no es simétrica.
011 1 0 -1 4 -1-1

Pagina 73

44
S

Definimos la traza de una matriz cuadrada A de orden 2 como tr(4) = a,, + a,,.
Prueba que si A y B son dos matrices cuadradas de orden 2, entonces
tr(A-B) =tr(B- A).

N

a,, a b
Si A= ( i 12) y B= (bll 12); entonces:
dy dy 21 P

4. B= (“111911 +tapby  ayby, +angb,, ) R
Gy byy + ayybyy gy by + dayyby,

- (A B =ay by +apby +ay by, + ayby,

B-A-= (bn“u +byydy  byag, + byyay, )
byayy + bydy  byag, + byyay,
- r(B-A)=ayby + ayb, + apby + ayby,

Por tanto, tr (A - B) = tr (B - A).

Unidad 2. Algebra de matrices @



45 Sea A una matriz cuadrada de orden 3 tal que a ;=0 sii#j (A es una ma-
triz diagonal). Prueba que el producto de dos matrices diagonales es una
matriz diagonal.

a, 0 0 by, 0 0
Si A=({0 a,, 0|y B=|0 b, 0 [ suproducto es:
0 0 ag 0 0 by
a; by, 0 0
A-B=| 0 a,b, 0 [, que también es una matriz diagonal.
0 0 aybs,

46 Sean A= (al.j)m w B= (bl.j)m p C= (cij) ar ¢Qué condiciones deben cumplir

P, q vy r para que se puedan efectuar las siguientes operaciones?
a)A-C-B b)A-(B+ C)
an=q=r bn=q, p=r

47 Sea A una matriz de dos filas y dos columnas cuyo rango es 2. ;Puede variar
S su rango si le afiadimos una fila o una columna?

No, porque el nimero de filas linealmente independientes coincide con el nimero
de columnas linealmente independientes. Si anadimos una fila, A seguiria tenien-
do dos columnas; y si anadimos una columna, A seguiria teniendo dos filas. Por
tanto, el rango seguiria siendo 2.

48 Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3.
a) ¢Como puede variar el rango si quitamos una columna?

b) Si suprimimos una fila y una columna, ;podemos asegurar que el rango
de la matriz resultante sera 2?

a) Tendra rango dos.

b) No. Podria ser dos o uno. Por ejemplo:

1 1 1
Sien A=(0 1 1| suprimimos la primera fila y la tercera columna,
0 0 1
0 . P
queda 0 o) aue tiene rango 1 (A tenia rango 3).

49 a)Si A es una matriz regular de orden n y existe una matriz B tal que
AB + BA = 0, probar que BA™! + A7 1B = 0.

3 2
4 3

a) Multiplicamos por A™' por la izquierda en la igualdad:

b) Si A=( ), halla una matriz BZ 0 tal que AB+ BA=0.

AB+BA=0 - AMYB+ABA=0 - B+A'BA=0
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Ahora multiplicamos la igualdad obtenida por A~' por la derecha:

BA7' + A7 BAAT =0 - BAl+A47'B=0
b)Si B = (a b), entonces:
c d

_ (-3 -2} [a b
A B= ( 4 3 ) (c d)

SRS

(—30;—26 —3b—2d)
4a + 3¢ 4b+ 3d

(—Sa +4b 2a+ 319)

c d 4 3 -3¢ +4d —2c¢ + 3d
Asi:

_[-6a +4b-2¢c  -2a-2d )_ 00
AB+BA‘( da+4d  4b—2c+6d ‘(o 0)
—6a + 4b — 2¢ =0H 3a-2b+c =0
~2a ~2d=00 a + d=0@d=_6Z
4a +4d =0 a + d=0

4b—2c+6d=0 2b—c+3d=0 - 3a-2b+c=0 -
— =-3a + 2b
a b

Por tanto: B_(—3a+2b —a)’ ay bz0

Por ejemplo, con a=1y b=1, queda B= (_11 _11 )

Demuestra que si una matriz verifica A% = 0 (0 es la matriz nula), entonces
A no puede tener inversa.

Supongamos que se verifica que A% = 0, pero que A si tiene inversa, que existe
AL

Multiplicando la igualdad A2 = 0 por (4™)?, quedaria:
AH2 - 42=0 - U A2=0 - I=0; locualesabsurdo.

Por tanto, deducimos que no existe AL,

12 0 3
¢Es posible afiadir una fila a la matriz (0 1 -1 —2) de forma que la nueva
matriz tenga rango 4? 27 30
Razona la respuesta.
Calculemos el rango de la matriz dada:
1 2 0 3 12 1 2 0 3 12 1 2 0 3
01 -1 =2 5 22 01 -1 =2 5 28 01 -1 -2
27 =30 3#-2-1° 03 -3 -6 3#-3-2 00 0 O

Tiene rango 2; luego, anadiendo una fila, la matriz resultante no podra tener rango
4 (tendria rango 2 6 3).
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53

54

Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden. De la igualdad
A-B=A- C no puede deducirse, en general, que B = C.

a) Prueba esta afirmacion buscando dos matrices B y C distintas tales que
1 1)

A-B=A-C, siendo A=(1 1

b) ¢Qué condicion debe cumplir la matriz A paraquede A-B=A4-C se
pueda deducir que B= C?

, , (11 (3 1) .
a) Por ejemplo, si B (2 5) y C (0 1), entonces:

3 2
3 2

b) Debe existir A~

A~B=( )=A~C, pero B# C.

Halla una matriz cuadrada de orden 2, distinta de I y de —I, cuya inversa coinci-
da con su traspuesta.

Sea A= (? 2) Si su inversa, A~!, coincide con su traspuesta, A’, ha de tenerse que
A - A" = I Es decir:
A~A’=(a b).(a c)=(a2+b2 ac+bd)=(1 O)
c d] \b d ac+bd ¢+ d? 0 1
a’+b*>=1

bor el ot e omas [0 1) (0 1) [0 1) [0 -1
gc+bd=0ﬁ or ejemplo, obtenemos, entre otras: | ;L\ o 5 ofil g o
cc+d*=1

Estudia el rango de las siguientes matrices segin los valores de a:

1 2 -1 al 0
M=|2 4 a A=|0 1 3
a 2 -1 a 1l 1
1 2 -1 12 1 2 -1
M=12 4 a| o 20-2 12 0 0 a+2
a 2 -1 == a-10 0

e Sia=1, ran (M) = 2
e Sia=-2, ran (M) = 2
e SiaZlya#-2 ran (M) =3

al O al O
A=101 3] o 22 01 3 e Sia=0, ran (A) = 2
al 1 00 1 e Siaz0, ran (A) =3
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55 Se dice que una matriz es antisiméirica cuando su traspuesta es igual a su
S opuesta. Obtén la forma general de una matriz de orden 2 que sea antisimé-
trica.

. _|a b 4 |a ¢ _|-a -b
Si A_(c d)’ entonces A _(b d) vy _A_(—c —d)'

Para que A’ =-A, ha de ser:

a=—-aH+Ha=0
(a c)_(—a —b) c=-b =-b
b d|] \—c -d|] = b=-=

d=-dH d=0

. o 0 b
Por tanto, una matriz antisimétrica de orden 2 es de la forma: ( b O)

PARA PENSAR UN POCO MAS

56 Recuerda que una matriz A es simétricasi A'= A. Una matriz se llama anti-
simétrica si —A' = A. (Tanto las matrices simétricas como las antisimétricas
son, obviamente, cuadradas). Demuestra que en una matriz antisimétrica to-
dos los elementos de la diagonal principal son ceros.

eSi A= (“g;)n « o 10s elementos de su diagonal principal son a;, i=1,2, ..., n

e La traspuesta es A’ = (a ﬁ)n «  los elementos de su diagonal principal también se-

ran a; (los mismos que los de A).

e La opuesta de la traspuesta es —A’ = (aﬂ.)" «  los elementos de su diagonal princi-
pal seran —a,,.
e Para que -A’= A, han de ser a, =—a,;; portanto, a, =0, i=1,..., n (es decir,

los elementos de la diagonal principal son ceros).

57 Decimos que una matriz cuadrada es mdgica de suma k cuando la suma de
los elementos de cada fila, asi como los de cada columna y los de las dos dia-
gonales es, en todos los casos, igual a k. ;Cuanto vale % siuna matriz magica
es antisimétrica? Halla todas las matrices magicas antisimétricas de orden 3.

e Hemos visto en el ejercicio anterior que, en una matriz antisimétrica, los elementos
de la diagonal principal son ceros. Por tanto, si la matriz es antisimétrica, & = 0.

e Buscamos las matrices magicas antisimétricas de orden 3: (sabemos que, en este
caso, la suma ha de ser cero).

Veamos cOmo es una matriz antisimétrica de orden 3:

a b c a d g
A=|d e f| - A'=|b e b| A antisimétrica si A’ =-A; es decir:
g b i c f i
a d g -a -b —c a=-a b=-— c=-g
b e bl=|-d-e -f| - =-b e=-e [f=-
c f i —g —-h —i g=—C =—f i=-—i

Unidad 2. Algebra de matrices



0 b
Luego, una matriz antisimétrica de orden 3 es de la forma: A=|-b 0

— —f

b+c=04 -b-c=0
Para que A sea madgica, ha de tenerse que: —b + f=0 b-f=0
—-c—f=0 c+f=0

(=N

O =
es decir: DC b

of= o
Por tanto, las matrices magicas antisimétricas de orden 3 son de la forma:

0 b -b
A=|-b 0 b |, con bOR.
b -b 0

58 Obtén todas las matrices magicas simétricas de orden 3 para k= 0.

Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma:

a b c
A=|b d e| (pues A= A"). Para que sea magica con k=0, ha de ser:

c e f
atb+ ¢ =00 f1 110 0 01O 12

b +d+e =05 [0 10110 0 2

c te+f=00 |0 01 01 1|0 - 3
a v+d +f=0g {1 001010 4212
2c+d =0g \0 0210010 o

1 110 0 0] O0 12 1 110 0 01O
01 01 1 01O 28 01 011 0/0
001 01 1]O0 - 3 o010 110 -
0-1-11 0 1 0 4%+ 22 0 0-1211 0
00 21 0010 > 00 21 0 010

" 11100010 "

22 01 01 1 010 28
- 3 001 0 1 1 0 - 3

S 00 0 2 2 2|0 482

e 000 1-=2-21/0 S+dt
11100 010 Oa+b+c =0 - a=-b-c=-f
0101100 H b +d+e =0 - b--e-
0010110 - 0 c  +e+f=0 - ¢=0
000111 0 H d+e+f=0 - e=—f
000 30010 O 3d =0 - d=0
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Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k=0, es de la forma:

-/ 0

A

0 - f

59

Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma: A =

f 0 =f|, confOR.

Para que sea magica con k=3, ha de ser:

a+b+ ¢ =301 1 1 0 0
b +d+e =33[0 1011

c te+f=3010 0 1 0 1

a +d +f=3g11 00 1 0
2c+d =3g0\o 0210
11100013 e 1
0101103 2 0
00101 1/[3]|]- 3 0
0-1-110 110 42 + 22 0
00210013 £k 0
11100013 = 1
010110]3 2 0
001011/[3]- 3 0
000222|6 42:2 0
000 1-2-2/-3 s 0
Oa+b+c =3 L a=3-

H b +d+e =3 - b=3-
- O c te+f=3 - c=3-
H d+e+f=3 - e=3-
0 3d =3 o d=1

S = = OO

OO O ==

[N oo

—_ O -

OO = O -

W W W W

—_ N O = O

nNn = O = O

Obtén todas las matrices magicas simétricas de orden 3 para k = 3.

a b c
b d e

c e [

|

12
22
32

43 _ 12
52
0 013 1a
1 0|3 22
1 13 - 3
1 1 3 423 + 33
O O 3 52_2-32
0 0|3
1 0|3
11 3] -
1 1|3
0 013
~f-1=2-7
—1-2+f=f
2+ f-f=1
1-f=2-/f

Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k=3, es de la forma:

> f 1
A=|f 1 2-f
L 2f f

Por ejemplo, con f=0, queda: A =

Unidad 2. Algebra de matrices
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DETERMINANTES
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Determinantes de orden 2

= Resuelve cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones y calcula el deter-
minante de la matriz de los coeficientes:

U2x + 3y =29 U sx—3y= 8 Ugx+ y=17
a)g 3x—y= 5 b)E—10x+6y=—16 C)|35x+2y=19

U ox—6y= 7 U18x + 24y = 6 U3x + 11y = 128
d f
)E—6x+4y=11 ©) %15x+20y=5 )%Sx— 7y = 46
@ 2t 3y=299 2 M- q1z0

3x — y= 50 3 -1

Solucion: x=4, y=7

Sx—3y= 80 5 3n_ 8.3 _

_10X+6y=—16% D»lo 6D 0. Solucion: x 5 + 5)\’ y=2A

4 + y=l7|:| 4 1D=3¢0

S5x+2y=19Q 5 2

Solucion: x =5, y=-3

9x -6y = 70 9 —64 .

—6x + 4y =110 D—G 4D—O. Incompatible

18x + 24y = 6U D18 24D=O

15x + 20y = 50 15 20

Solucion: x=l—i)\, y=2A

3 3

3o+ 11y = 1281 3 10_ 10020, Sofucicn. xo 1402 _ 886

sz_ Jy= 460 3 7 9 # 0. Solucion: x 0o ¥ 709

Unidad 3. Determinantes 0



Pagina 75
Determinantes de orden 3

= Queremos calcular todos los posibles productos (de tres factores) en los que in-
tervengan un elemento de cada fila y uno de cada columna de esta matriz:

6 93
2 5 8
4 7 1

a) Averigua cuantos productos hay y calcula todos ellos.

b) Hazlo de nuevo para una matriz 3 x 3 cualquiera.

47 Ay A5

dy1 Az A3

31 A3 33

a) Hay 6 productos: b)
6-5-1=30 3-54=060 dyy Gy, dys a5 Ay, Ay
2:7-3=42 7-8-6=330 Ay dy ds, ayy a,; ds,
9-8-4=288 2:-9-1=18 ayy Aoz Az Ay, dy dss

Determinantes de orden 4

=  En una matriz 4 X 4, scuantos productos de 4 factores hay en los que interven-
gan un elemento de cada fila y uno de cada columna?

1 4z 13 Dy
Ay G4
a3y Az dzz dsy,
Ay A4y 43 Gy
Hay 4! = 24 productos.

Determinantes de orden n

m ;Sabrias decir, en general, en una matriz cuadrada n x n, cuantos productos
de n factores, uno de cada fila y uno de cada columna, pueden darse?

Hay #n! productos.
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1. Calcula el valor de los siguientes determinantes y di por qué son cero algunos
de ellos:

13 136 1 7 =2 140 7
2l T WYY olhd oL 30 oL 1l 9T 4l

o] 9 b [ 0[] =-s0
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<) D 111 gﬂ = (0, porque tiene una columna de ceros.
oL -0 iene sus dos filas iguales
D7 —ZD =0, porque tiene sus dos filas iguales.
3 11
e) D D 0, porque sus filas son proporcionales: (12) - 7 = (22)

14
) U 0 7|] 0, porque sus dos columnas son proporcionales: (22) - (=20) = (12)

2. Calcula el valor de los siguientes determinantes teniendo en cuenta estos datos:

I m
A=(n p) AR
o1 P wmmwan o) 4'”D d) M0

o) P--[, T--c19-13
b)EﬁAD=D661i 6’”D 6 6D D=36‘(—15)=—468

ofl, =4[, Hl=4 1=

1 _ 1 _ 1
la]  —13 13

D -AT'0=-mMO0 M'0=1 - mM'O=
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1. Calcula los siguientes determinantes:

E14 9
) sgﬂ » [
: I

N = O
B W

1 4 9 0 3
a)@ 3 6H=_114 b)D»l 1 0U=3
6 8 0o 2 1
2. Halla el valor de estos determinantes:
0 4 -1 10 47 59
a) [E 2 1 H b) HO 10 90U
0 1 0 0 1

4 -1 10 47 59

a)& 2 1D=14 Do 10 91H=1000
01 0 0 10

Unidad 3. Determinantes 6
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3. Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:

-1 7 4 1 7
a)[E 0 ZH=0 b)H_Z 9 1D=o
11 8 2 -14

7 4 1 45 11 10
ollz o 7H=o d)H4 1 1D=o
7 94 71 5 1 0

a) Tiene una fila de ceros (propiedad 2).

b) La 32 fila es proporcional a la 12 (32 = (=2) - 12) (propiedad 06).
¢) La 3* fila es combinacion lineal de las dos primeras (32 = 12 + 10 - 22) (propiedad 9).
d) La 12 fila es combinacion lineal de las otras dos (12 = 10 - 22 + 32) (propiedad 9).

4. Teniendo en cuenta el resultado del determinante que se da, calcula el resto sin
desarrollar:

Xy z x 3y 3z x 5y 5z x y z
[Eo 5D=1 a)ﬂas 0 3H b)Dsl 03/5H okx+5 2y 2z+5ﬂ
1 1 1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 z+1

2x 3y 3z Xy z

oll5 0 5D:3[E 0 3U=3 1=3

111 11

5x 5y 5z X )y z

Sk 03/5D=5-l[E03=1 1=-1

U1 1 1 5 11

X y z X y z

o |Rx+5 2 22+3D=E03D=1
11

Hx+1 y+1 z+1
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1. Justifica que los siguientes determinantes:

43 1 27 0 4.0 00 10
11 4 3 00 80 4 -1
Uz 4 1 3ﬂ DSIZ 704 410 105U © Uo 0 0 1U d) U7 -1
06 2 54 0300 3 1

valen: 2)0, b)0, ¢)966-96, d)16-1

—_o oo
1

OO

a) La 4* columna es proporcional a la 22 (42 = 9 - 22), luego el determinante vale 0
(propiedad 6).

b) La 32 fila es combinacion lineal de las otras tres (32 = 100 - 42 + 10 - 12 + 22), lue-
2o el determinante es 0 (propiedad 9).
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A 4-8-1-(=3)=-96; este es el unico producto posible distinto de cero. Luego, el
determinante valdrd 96 6 96, segun el signo que le corresponda a dicho producto.

d1-(=1D-1-1=-1eseltnico producto posible distinto de cero. Luego, el determi-
nante valdra 1 6 —1, segun el signo que le corresponda a dicho producto.
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1. Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la ma-
triz:

2 3 15
4 6 2 7
M=|5 -1 2 6
4 1 1 5
0 0 3 4

Menores de orden dos; por ejemplo:

2 3 -1 5
4 6 2 7
2 3 2 6
M=|5 -1[2 6 =0, =4
e O d-o
0 0 3 4

Menores de orden tres; por ejemplo:

2 3 s
4 6 2|7 3 -1 12 6
u=|15 =1 276 E 6 2D=68, Hl 1 5U=21
i1 1 s 12 0 3 4

0lo 3 4

2. flalla el menor complementario y el adjunto de los elementos a,,, a;; y a,; de
a matriz:

0 2 46
|2-135

4=11 1 2 3
4 6 5 7
2 3 5

a, =1 2 3H=—2; A =D 2o, =1 (22) = 2
= 5 7
0 2 6

Oy =|R -1 sﬂ —(1)3+3 Oy =1-108 = 108
- 6 7
0 26

o= | R —1 SD 16; A= (D3 a, =116 =-16
L
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1. Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollindo-
lo por cada una de sus filas y cada una de sus columnas:

3 7 -1
5 2 GU
9 8 4
Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Aplicando la regla de Sarrus:

37 -1
D—S 2 6H=5-2-4+(—5)~8~(—1)+7-6-9—(—1)-2-9—6-8-3—7-(—5)-4=4S6
9 8 4

Desarrollando por la 12 fila:

37 -1
95 ; 4H=3D§ fiD_7D_95 2D_1D_95 T3 40 -7 TH-1-(58) -

=120 + 518 + 58 = 456

Desarrollando por la 22 fila:

> 7 -1 3 -1 37

95§ 2H=5D8 4D+2D9 4D—6D9 gl =5°36+2:21-6(39) =
=180 + 42 + 234 = 450

Desarrollando por la 32 fila:

3 7 -1
52 2D=9DZ W0-80% LS040 o 4i-s 134 an-

=396 — 104 + 164 = 456

Desarrollando por la 12 columna:

3 7 -1

DS 2 H=3D§ Tosl T0+90 J0=3 40 +5-36+9 - 44 =
9 8 4

=-120 + 180 + 396 = 456

Desarrollando por la 22 columna:

3 7 -1

5 2 6H=—7 S oo Inospd =7 (74 +2-21-8-13 =
o2 o0y 0+20 S0-#05 0

=518 + 42 — 104 = 456
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Desarrollando por la 32 columna:

3 7 -1
5 2 6H=_1 > 2n_g v 4 - 1-(-58)— 6 (39) +4 - 41 =
S ol - D D D_> 2

=58 + 234 + 164 = 456
3 7 —1)

2. Dada la matriz (—5 2 6
9 8 4

a) Halla la suma de los productos de cada elemento de la 12 fila por el corres-
pondiente adjunto de la 32 fila.

b)Halla la suma de los productos de cada elemento de la 32 columna por el ad-
junto de los correspondientes elementos de la 22 columna.

c) Justifica por qué los dos resultados anteriores son cero.

-1 —
a)all-A51+a12'A52+a15'A53=5~D; 6D+7-(—1)~D_35 61D D_5 2D‘

=3:44-7-13-1-41=132-91-41=0

-5 6 3 -1 3 -1
B as A+ ay Ay +ag- Ay =—1- D[ J]+6- [ J[+4-cD-[% =
=1 (7 +6-21-4-13=-74+126-52=0

¢) Por la propiedad 12.

3. Calcula los siguientes determinantes:

7 0 -3 4 1 -1 00 3 4 3 -1 40
0 4 4 -1 11 6 2
a)E76ﬂb)[Eszﬂc)[E03%d)Elsq]
0 1 0 0 2 01 6 71
7 0 -3 4 7 3 4
0 4 (€D
a) = = 4 7| =-7-290=-2030
7 6 1
1 0 1
(1) Desarrollando por la 22 columna.
?}}15(1) 1 -1 3 1 -1
b) = -2 -1 4(+2 4 -1||=-2-28+2-28=0
bizaelo bl
2 0 0 2

(1) Desarrollando por la 42 fila.

También podriamos haber observado que la 4% columna es igual a la suma de las
otras tres; y, por tanto, el determinante vale cero.
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i 1

1 0 1 1 1
3~[E 0 5U—4[E 0 SH=3'(—12)—4'(—2)=—36+8=—28
2 1 2 0

O = O

e}

W = W

)
L —

5
2 01
(1) Desarrollando por la 12 fila.

—1 4
[E 5

(1) Desarrollando por la 4* columna.

(N}

-1 0

N
~N o

6
1
6 1

Pagina 86

1. Calcula los siguientes determinantes:

4 2 7 1 3 5 2 2
-5 3 6 h 7 8 2
a)E04—3D D)y 5314]
2 8 0 -5 1 0 6
120 3 4 0O 0 1 2
0 0 1 -1 A3 0 1
At 0 -1 2 1 d
=2 1 0
s 1001 =0 -4 2 1
"2 3 -1 0 2
COLUMNAS
4 2 7 1 12— 3. 2 -2 2 -1 1 5 11
-5 3 6] _ =2 17 5 23 6[1®L - _
a)[E 0 4 —SD T o34 Dz 0 4 —SD -2 le 243 _%D B
2 8 0 s 0 2 0 0
=2 145 =290
(1) Desarrollando por la 42 fila.
COLUMNAS
3 -5 2 2 18 _5. 22 28 -5 2 32
Wl 7 8 2 o 307 8 A1 0 NS 8 ell-o
5 3 12 3¢ 24 5 3 -18 .
1 43 _ 6. 28 0 1 0 o 24 3 -18
(1) Desarrollando por la 42 fila.
1 2 0 3 4 — 1 2 0 3 4
12
0o 0 1 -1 22 0 0 1 -1 1 (2) ? 4
A1 0 -1 2 1|= 3+22 1 0 0 1 ==z 1 0 1|
3 1.0 0 1 i 3 1.0 0 1 5 3 21 3
‘2 3 -1 0 yra ‘2 3 0 -1 5
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FILAS

1232 2 2 08 5, 3

2 1 0 1 4
-B - =3 1 1||=-16

5 3 1 0 1 1 -3 9

42 + 28 L1 _3 O 9

FILAS
0 0 1 2 1 0 0 1 2 0
3 0 1 oz 3.0 1 0of]_ _
d)ﬂz 1 0 %]_ 3 Dz 1 0 BD 38 ; 103D

0 -4 21 4:F:ra '8 0 2 13

COLUMNAS

12 o 1 0 3
- B —Ds 1 —2D=D8 [=27-16=9

(-2) - 22 + 32 8 2 9 -8 9
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

1 2 3 0 -1 4 4 2 1 5 3

4|3 10112 g|2 3 2 65
4 1 3 1 0 6 6 5 3 12 8
7 0 3 2 1 8 12 10 6 23 16
(1001—1 2 1 0 -1
112 1 0 |5 1 -3 =7

€=lo 0 0 0 1 D72—3—8
110 0 0 1 0 2 2
1 2[3 0-14

1311011 2

A_4131o6
70 3218

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: D; _21D =-7%#0

Luego, las dos primeras filas son linealmente independientes.

Observamos que la 32 fila es la suma de las dos primeras, y que la 42 fila es la suma de
la 22 y la 32 Por tanto, ran (A) = 2.

4 201 5 3
2 3 2 6 5
B=l6 5 3 12 8

4 2
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: DZ SD =8 # 0. Luego, las dos pri-
meras filas son linealmente independientes.

Unidad 3. Determinantes 0



Veamos si la tercera fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 5
[E 3 6 D =8%0 - Las 3 primeras filas son linealmente independientes.
5 12

Veamos si la 42 fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 1 5 4 2 5 3
2 3 2 6 2 3 6 5
H6 5 3 12H=OY DG 5 12 8U=0
12 10 6 23 12 10 23 16

Por tanto, ran (B) = 3.

_ O = =

. 1 -1 .
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: D 1 0 D =1#0. Luego, las dos pri-
meras filas son linealmente independientes.

0 1 -1
Como & 1 0 H = D(Z) m =-270, las tres primeras filas son linealmente independientes.
0 1
0 0 1 -1
12 1 0 p o1 -l
Como | 1o o o 1 =—& 1 0D=2¢0, entonces ran (C) = 4
10 0 0 01
21 0 -1
5 1 =3 -7
D=
7 2 =3 -8
1 0 2 2

2 1
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: DS 1D = -3 #0. Luego, las dos pri-
meras filas son linealmente independientes.

10
Como [E 1 —ﬂ =-9%0, la primera, segunda y cuarta fila son linealmente independientes.
0 2

La tercera fila es la suma de las dos primeras. Luego, ran (D) = 3.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 De las siguientes operaciones con determinantes de orden 2 x 2, sefiala las
S que son correctas y, en su caso, enuncia las propiedades que se utilizan:

a a 2 2 11
D[ =0 D[, ¢=40 3l

2 2 1 1 2 2 2 2
o ¢J=20; 3 O (=20 3
a) Verdadero. Tiene las dos columnas iguales.

b) Verdadero. Si una fila esta multiplicada por un nimero, el determinante queda
multiplicado por ese nimero.

©) Falso; seria D; éD -4 Di

d) Verdadero. Si la 22 fila esta multiplicada por 2, el determinante queda multipli-

cado por 2.
Si Z ZD =-5, ¢cual es el valor de cada uno de estos determinantes? Justifica
S las respuestas:
m+3n p+ 3q m 3n —m
D" P wi Ll [ p1
2m 1 n/m m Sm
D7 ol  lp mql. D[, 5pl

a) Dm ;311 p +q3qﬂﬁ> Df: zDE) Dgz ZD _
b D‘; ZD(?) Dﬁa ZDS) - DZZ ZD =-(5=5

OBy S50y pl530 Jl=3 =

@ DS D(4) D(?) Dp ZDS) -2 DZZ ZD =-2:(-5=10

n/m 1 m n m n
)Dmp mqD(Z)E'mDp qD:Dp qDZ_S

f) Dm SmD 0, pues las dos columnas son proporcionales.
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(1) Si a una fila le sumamos otra multiplicada por un nimero, el determinante no
varia.

(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.
(3) Si cambiamos de orden dos filas o dos columnas, el determinante cambia de signo.

(4) Si multiplicamos una fila o una columna por un nimero, el determinante queda
multiplicado por ese nimero.

3 Sustituye los puntos suspensivos por los nimeros adecuados para que se ve-
rifiquen las siguientes igualdades:

3 7 2 7 e 7 4 3 6 -1 -v---
a) Ds _3D = Ds _3D [ _3D b) [B OD B Dz D Dz 0
3 7 2 7 1 7 4 3 6 10 4
a) Ds _3D - D3 _3D * Dz _3D b) Uz 0D - Dz D U
4 Resuelve estas ecuaciones:

a)Diiz ::.:D=12 b)DsenxcosxD 0 )Dx 2 1- ZxD 0

1+ -
)D ;C 1+xD_12

1+x 1-x

- 1+xD=(1 +02 -1 -202=1+x2+2x-(1+x*-2x) =

=l+x2+2x—-1-x*+2x=4x=12 - x=3
enx cosx
b)[fl 1 D'O

sen x
cos X

en x Ccosx
DY =1 —

1 1 D=senx—cosx=0 - Senx =CcosSx -

T
X =—+ 2Tk
L o1 A (k0 20)
S~ . _>5m
X_T+ 2TR

C) DX—Z 1—x22XD=O

X

xX—2 1-2xq _ 2 _ 3 ) 2_ .3
D x X2 D—X (x=2)—x(1 =2x) =x% = 2x% —x + 2x%=x° -

/X= 0

1

X
\x= -1
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5 Calcula el valor de estos determinantes:

8 1 4 —6
a) [E 7 OH b) E -1 IH <)
6 -1 3 5
0 3 1 0 4 -1

d)20(2ﬂ e)lzﬂ £)
3 4 0 1

b1y
,'_.»-\ocllw
@m - HWwo

[y

=5

8 1 4 -6 7 8 0
a)ﬂ 7 0D=o b):E 4 1D=o C):E —7 3[=—25
6 -1 3 -5 0 1
0 3 1 4 -1 1 0 1
o2 0 J]-10 ﬂi 2 4 o 1]
3 40 0 1 1 -1 0

6  Halla el rango de las siguientes matrices:

5 5 1
6 10 =2
1 0 1
4 5 0

[5 5 1)

6 10 2
o PR
415 0

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: D(S) (1)D =—5#20 - ran(C)=2

a)C=

Las dos ultimas filas son linealmente independientes.
Veamos si la 22 fila depende linealmente de las dos ultimas:

6 10 -2
& 0 1||=0. La 2*fila depende linealmente de las dos ultimas.
5 0

Veamos si la 12 fila depende de las dos dltimas:

5 1
E 0 1 |=10#0. Portanto, ran (C) = 3.
5 0

1 2 3 1-1
4 5/6 21
1 0/0 3 4

b)D =

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: Dil SD =-5%0

Las dos primeras columnas son linealmente independientes. Luego, ran (D) = 2.
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Veamos si la 32 columna depende linealmente de las dos primeras:

1 2 3 2 3
[E 5 6D = D 6D =-3 2 0. Por tanto, ran (D) = 3.
0 O >

Halla los valores de a que anulan cada uno de los siguientes determinantes:

7
S 4 —5_ -1 1 - 11 +1 1 1
a)_}Ll a1 b)[EO a+6 3U c)[E 2 zﬂ d)Ha1 2 aH
-1 a -1 2 0 3 a? 1 a 2

[ Desarrolla, iguala a 0y resuelve la ecuacion que obtengas.

4 -5_
a):E -1 1||=-3+5+4-5+3-4a=4-4a=0 - a=1
_1 a -
-1 1 -
b):EO a+6 SH=3(a—1)+(a—1)(a+6)—6(a—1)=(a—1)[3+ﬂ+6—6]=
-1 2 0
ca-DGra =07 !
a=-3
11 =
~ = 2 _ 2 _ 2 _ /(/l=\/3
C)EE 2 zzﬂ da+4-4-12=4a2-12-0 - a?=3<__
3 a
+1 1 1
d)[rl 2 aD=4(a+1)+a+a—2—a2(a+1)—2=
1 a 2

4a+4+2a-2-ad—a* 2=-ad—a*+6a=-a@*+a-6=0 -

a=0

/\

“1+V1+24 _ 1%
2 2

al+a-6=0 - a=

8 Calcula el valor de los siguientes determinantes:

S 10 -1 2 1 -12 0 12 3 4 1 3 2 -1
3 2 — 1 3 1 2 2 21 3
a)[E42fﬂb)[ElllﬂC)[Ez/lﬂd)Do_Smiﬂ
1 5 -3 1 7 4 1 7 8 9 —
10 -1 2 1 -1 2 0
- - _
) 72; 12]=—7z b) ; i 2 LT
= 1 5 -3 = 1 7
12 3 4 1 3 2 -1
™ 1 2 1 _ M2 -2 1 3] _
C)1z45['0 DIy s 10 4]'938
=3 4 1 2 Hs 8 9 2

Unidad 3. Determinantes 0
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9 Justifica, sin desarrollar, que los siguientes determinantes son nulos:

S 825 40 5 5 s
a) (/5 3 —2D b)Uba b e D
0 27 O +c atc a+b
a) La 12 y la 32 columnas son proporcionales (la 32 es =5 por la 12).

b) Sumamos la 32 fila a la 22:

5 5 5 5 5 5
U@a b c D=%+b+c a+b+c a+b+cﬂ=
+¢c a+c a+b b+c a+c a+b
1 1 1

=5(a + b +o) Ub 1 1 1 D = 0 (pues tiene dos filas iguales).
+c a+tc a+b

10 Prueba, sin desarrollar, que 4[] es miiltiplo de 3y [BO es miiltiplo de 5:

3 2 1
DAD=[% 7 iﬂ EBD=[E 7 ﬂ
2 3
3 2 36 3 2
|A|=@ 7 1D=@ 7 12D= @ 7 /ﬂ - Es madltiplo de 3.
2 5 (@8] 2 15 ) 2 3

(1) Sumamos a la 32 columna las otras dos.

(2) Si una columna se multiplica por un nimero, el determinante queda multipicado por
ese numero.

5 21 5 2 1 2 1
|B|=[E v 6D§>U4 7 6D= @ 7 6D . Es maltiplo de 5.
3 o4 Lo 10 15 2 3

(3) Sumamos a la 32 fila la 22.

~
o
~

[\¥]

1 1 1
2 -3 8
11 ¢Para qué valores de a se anula este determinante? [4A[]= 1-1 1

-1 1
Calcula el rango de la matriz A en los siguientes casos:

a=1 a=0 a=2

1 1 1 2 12 1 1 1
_[p2 =3 8[| _ 2-2-1 -1 0 -5 _ +1 0
4] @ -1 -1 1D 38+ 12 Daﬂ 0 0 ﬁ B’ 5
1 -1 1 -2 is 5 I 2 0 2
=—[8a+1)-30+0]=-[8a+8-30+61=-B8a—-160=0 - a=2
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Por tanto:

eSia=1 - |A|#0 - rman=4
eSia=0 - |A|Z0 - ran(D=4
eSia=2 - |4]|=0

1 52; 11 1
A= 2 B|==1520 - ran(4A) =3
2 1
-1 -1
1 -1 1 =2

12 Estudia el rango de las siguientes matrices segiin el valor del parametro que
S aparece en ellas:

21 0 2 -1 a
ayA=[1 1 =2 b)B=|a 3 4
31 a 3 -1 2
1 1 1 2
|1 2 3 8 fa a1 1
o C= a -1 -1 1 o D (1 —-a 2a—1)
1 -1 1 -2
1 0
a |A|= 1—2U=25l—6+4—a=a—2=0 - a=2
1 a

eSia=2 - Como|A|=Ony 1 =120 - ran (4 =2

eSiaz2 - |A|£0 - ran(d=3

-1 a
b)|B|=@ 3 4H=12—a2—12—9a+8+2a=—a2—7a+8=o -
-1 2

Lo 7V49+32 _7xV81 _7%9 __—a=-8
-2 -2 -2 —a=1

4
Observamos que D_31 ZD =100 - ran(B) =2

Por tanto:

eSia=1 - |B|=0 - ran(B) =2
eSia=-8 - |B|=0 - ran(B) =2
eSiazly az-8 - |B|#0 - ranB =3

©) Por el gjercicio 11, sabemos que |C|=0 - a=2, y que:
eSia=2 - ran(C)=3
eSiaz2 - ran(C)=4
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fa 1] 1 15, . _—a= 1
d)D_(l —a Za—l) - Dil —aD__a Tl=0—_ -4
eSi a=1, queda:

1 -1 1
D—(1 1 1) - ran (D) =1

e Si a=-1, queda:

D:(—1 -1 1

1 _3) - D‘ll _13D=2¢0 ~ ran (D) =2

eSiazlyaz-1 - ran (D) =2

13 ¢Para qué valores de x se anulan los determinantes siguientes?

x100

x 10 b c
@:EU @k x -0

0 0 x

~1 0 1 x -1 -1 0

1 —x 1 O x x -1 1
O]o 1 —x 1H'° d)Dl 1 1U'0

1 0 1 - 1 -1 0 «x

— a3 1 =41 =
@xxlxlo

o
p—
'—\IQR
oo R =
O R ~ O
2 = oo
2
2
SR =
2 = O
—1
|
R = O
—_ o O
— 1
!

(1) Desarrollamos por la 12 columna.
(2) Son determinantes de matrices triangulares.

FILAS

b ¢ 12 b c x=b
b)[E X CH= 2012 [E x-b 0 H=a(x—b)(x—c)=0<x=c
b x -1 0 x-c

(Suponemos que a # 0).

x 1 0 1 2-x 1 0 1 1 1 0 1
1 —x 1 0||_[k-2 = 1 Of]_, [0 -« 1 of_
C)Ho 1 —x 1D®E—x 1 —x 1ﬂ(z>(2 x)ﬂl 1 1ﬂ
0

1 0 1 —x -x 0 1 =
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FILAS

12 1

2818
a_ 12
42 _ 12

- _x [rx_; 1

1 0

—-x -1 1
0 —X

-1 1

_x_i 1D = x[(x-D?-1]=—xlx?+1+2x-1] =

= _x(x2 = _x2 = 0=
XS+ 20 = et + 2 =0 _ 5

x= 0

(1) Sumamos a la 12 columna las demas.

(2) Sacamos (2 — x) factor comun de la 12 columna.

(3) Desarrollamos por la 12 columna.

(4) Desarrollamos por la 22 fila.

x -1 -1 O
x x -1 1
D Hl -1 x 1
1 -1 0 x

S@-DOE T+ —0 = -D O+ D =05, _

x—1 -1

_ 0 X
(D 0 -1

0o -1

-1
-1
X

0

(1) Sumamos a la 12 columna la 22.

(2) Desarrollamos por la 12 columna.

(1) x -1 1
=(x—1)D:1 X 1D=
1D(2) 1 0 x
X
x=1
0 -

14 Determina el rango de las siguientes matrices segin los valores de #

S
t 1 1
a) A=|1 —t 1
1 1 ¢
t+3 4 0
@c= 0 -1 1
-4 —4 t-1
t t 0
e) E= 2 t+1 t-1
2t-1 0 t+3
3-t 3 2t
2 0 -
® G| 5 3 24
t+2 0 t

Unidad 3. Determinantes

t 2 2
b) B=|2 t 0
1 ¢t 1t

11 -1 0
dD=|21 -1 0
-t 6 3—-t 9-1¢
t 112
f) F=(2 t 121
2112



11
a) |A| =[E ~t 1H=—z5+1+1+z—z-z=—z3—z+2=(t—1)(—t2—t—2)=0
1 ¢

r=1

/
\—tz—t—2=0

1+V1-8

=S 0R.

- tP+1+2=0 - t=

eSi t=1, queda:

11 1 L1
A=|1 -1 1|; como |A|=OyD1 =2#0 - ran@ =2
11 1

2 2 =0
b)|B|=[% t OD=t5+4z‘—2t—4t=t3—21‘=t(12—2)=0/t=\/2
t ot =-V2

eSi t=0, queda:

0o 2 2 0 2
B=1|2 0 0] ComoD D=—4¢0 - ran (B) =2
1 00 20

eSi t=V2, queda:

V2o 2 2 —
- V2 2
B=|2 V2 0 |. Como S =2%#0 - ran(B) =2
1 V2 V2
eSi t=—V2, queda:
~2 2 2 —
_ V22
B=| 2 /2 0 | Como 5 \/ED=_2¢O =~ ran(B) =2
1 V2 V2

*Si t#0, t£V2 y t#—V2 . |B|20 - ran(B) =3

+3 4 0
c)|C|=HO t-1 1 D=(t+3)(t—1)2—16+4(t+3)=
—4 4 -1

+3)A2=21+ 1D —16+4t+12=13 - 212+t + 312 -6t + 3+ 41— 4 =

t= 1
3424 1=0- 20—
Pr1i-t-1=0-D0+D*=0=__,_ ,
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eSi t=1, queda:

4 4 0 4 0
c=10 0 l.ComoDO 1D=4¢O - ran (C) =2
-4 —4 0

e Si t=-1, queda:

2 4 0 5 4
c=10 -2 1] Como Do _2D=—4¢o > ran(C) =2
4 4 -2

eSit#1y tx-1 - |C|Z20 - ran(C)=3

1 1 -1 0
21 -1 0

-t 6 3—-t 9-1

d D=

Observamos que la 42 columna se obtiene sumando la 22 y la 32. Por tanto, para

hallar el rango, podemos prescindir de una de esas tres columnas, por ejemplo
de la 32

Tenemos que:

1 1 0 11
Dz 1 0 D=(9—t)ﬂ2 1 =OQO-DED=t-9=0 - =9
1 6 9—1

1 1
eSi t=9 - Como DZ 1D=—1¢O - ran (D) =2

eSi tZ9 - ran(D)=3
! t 0
e)|E|=D 2 r+1 t—1D=t(t+1)(t+3)+t(t—1)(—2t—1)—zz(t+3)=
2t—1 0 t+3

=P 42+ 3 =203+ 12+ =212 -6t =13+ 32 -2t =t(-12+ 31 -2)=0

=0
< —
—12 —2= _3+V9-8_3+x1 __—t=1
tc+3t-2=0 > t =) -
e Si t=0, queda:
0 0 0 -
E=|2 1 —1.ComoD =120 - ran(E)=2
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eSi t=1, queda:

1 1 0 2 2
E=(2 2 O.ComoD D=6¢O - ran (E) =2
0 4 -3 0

2 0 5 5
3 1.ComoD D=2¢0 S ran(E) =2
0 s 2 3

eSi t£0, t#1y t22 - |E|20 - ran(E)=3

r 11 2 1 2
HF=|2 1t t*1 .Tenemosque:E t 1D=2f2+4+2—4l‘—t—4=
211 2 1 2
2516 0 r=2
-2 _ _ _5+V25-16 _5+V9 _ 583 _—
20 =5t+2=0 - ¢ . ~ : \;=%

e Si t=2, queda:

—

2

2 1
1 iguales. Ademas, D D =2#Z0 - ran(F)=2
5 2 2

«—

21
F=1|2 2
21

— A

eSit= %, queda:

1/2 1 1 2
F=(2 1/2 1/4 1

2 1 1 2
/2 1 2
Sabemos que D 2 1/2 1] = 0.
2 1 2
1/2 1 2
Tenemos que D 2 1/4 l[ =320 - wum =3
2 1 2 4

e Si t¢2yt¢% - ran(F)=3
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3-t3 2
Q2 0 -1 =9t —18=0 > 1=2
1 3 2-t

e Si t=2, tenemos que

13 4
2 0—1D=o.
13 4

20
Como[l_SDJtO - ran (G) =2
eSi t#2,ran (G) = 3.
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15 Calcula el valor de este determinante dando el resultado factorizado:

S
x
EU

] V&R K

e
8 8 VR

3 X X X 3+3x x Xx X 1 x x x 12
3 X X B +3x 3 Xx B 1 3 x _ REE
x 3 x||m +3x x 3 D) G+ 3% 1 x 3 T oza_qa
x x 3 +3x x x 3 1 x x 3 4o 12
1 x X X

3-x 0 0 —x 00
G+ || "0 sk 0 |l5G*mw[[0 3-x 0 H=
0 0 3-x 0 0 3-x

=(3+30) B3-x3=31+x (x-3)3

(1) Sumamos a la 12 columna las demads.
(2) Sacamos (3 + 3x) factor comun, de la 12 columna.

(3) Desarrollamos por la 12 columna.
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Halla, en funcion de a, el valor de los determinantes siguientes:

S
a+1l a a a a a a a
a a+l a a a a
Al_ﬂa a a+1 aﬂ AZ_EZaﬂ
a a a a+1l 3 2
a+1l a a a 4da+1 a a a
4 - a a+1 a a _[Ma+1 a+1 a a B
. a a a+1 a O|4a+1 a a+1 a @
a a a a+1 4da+1 a a a+1
FILAS
1 a a a 12 1 a a a
1 a+1 a a 2= =2 1 0 O
—(4a+1)]1 a a+1 a D_Si‘—lf (4a+1)[E 0 1 OU@)
1 a a a-+1 412 0 0 1
0 0
—Ga+D[D 1 OH=(4a+1)~l=(4a+l)
0 1
(1) Sumamos a la 12 columna las demads.
(2) Sacamos (4a + 1) factor comun, de la 12 columna.
(3) Desarrollamos por la 12 columna.
FILAS
a a a a 12 a a a a
A = a a a|_ 2-1 —a 0 0 O=
2 2 a a =1 —a 2—-a 0 0 |M®
4 3 2 a o= —a 3-a 2-0 0
—a 0 0
=—al|lB—-a 2—-a O H=—a(2—a)3=a(a—2)3
(2)
—a 3—a 2-a
(1) Desarrollamos por la 4 columna.
(2) Es el determinante de una matriz triangular.
17 Prueba, sin desarrollarlos, que el valor de los siguientes determinantes es 0:
x+1 x+2_ 1 2 f 3 f 4 f
a) xX+3 x+4 b) a a a
x+5 x+ 6 a a a a
5 6 7 8
FILAS
x+1 x+2_ 12 x+1 x+2
S a)E X+3 x+4|= 22-12 [E 2 2 H=O,
xX+5 x+6<9 -1 4 4

pues las dos ultimas filas son proporcionales.
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b)Dl+a 2+a 3+a 4+QU=[E
a a a a (D
5 6 7 8

1 2 3 4 1 3 4 1

3 zﬂ{g
a d
7 8

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

=0+0=0
2

N QW
©S 8
1

AR NN
A QN

(2) Hay dos filas iguales en cada uno de los determinantes.

11
Sabiendo que [E b ﬂ =5, calcula el valor de los siguientes determinantes:
y

1 a b c x 1-y 1-
a) +7b+7c+7H b)ny ZD c)&t+2xb+2yc+22ﬂ
x/2 y/2 z/2 111 2z
1 1 1 1 1

a) +7b+7c+7ﬂ=1ﬂ cD+D7 7 7D5)
x/2 /2 z/2 /2 y/2 z/2 /2 y/2  z/2

1 I 1
== bcD+O=—'5=2
2 2 2
y oz

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

(2) Sacamos L factor comun de la 32 fila. El 22 determinante es 0, pues las dos

primeras filas son proporcionales.

b ¢ b ¢ 11
b)ﬁ D(D [E 1 1H;)[E b CD=5
1 1 y z y z

(1) Cuando cambiamos de orden dos filas consecutivas, el determinante cambia
de signo.

FILAS

X 1-z 12 -x 1-y 1-2
C)Bﬂ+2xb+2y c+ZzH= 28 - 3¢ D]a b c H(T)
2z 3* 2x 2y 2z
FILAS

-x 1-y 1-z2 12 + 32 1 1

=2\ a b CD= 22 2 bcD=2-S=lO
X y z 3¢ Yy z

(1) Sacamos factor comun el 2 de la 32 fila.

Las matrices A y B tienen 3 filas y 12 columnas pero, en el proceso de edi-
cion, algunas de estas se han borrado.

1 1 =1 eenens 2 -1 3 e
A=|3 =1 0 - -0 .. B=(3 0o 1. . ...
—7 5 2. en . 5 4 0 coreer e



¢Puedes averiguar algo sobre los posibles valores de su rango?

Sillamamos C a la matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos ma-
trices A y B, ¢cuil sera el rango de C?

1 1 -1... 11 1 1 =1
A=13 -1 0 ...|]. Como D3 1D=—4¢0 y |3 -1 OD=O, sabemos que
-7 5 =2.. B 7 5 2

ran (4) 2 2. También sabemos, puesto que A solo tiene 3 filas, que ran (4) < 3.
Por tanto, podemos afirmar que 2 < ran (A) < 3; es decir, ran (4) podria ser 2 6 3.

¢ En el caso de la matriz B, tenemos que:

2 -1 3 .. 1 3

B=|3 0 1..] Como E 0 1H=23¢O; y B solo tiene tres filas,
5 4 0 .. 4 0

entonces ran (B) = 3.

e Si C esla matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos matrices A y B,
por los resultados anteriores tendremos que ran (C) = 3.

a b c
20 Considerala matriz A=|2a —b 3c|, donde a,b y ¢ son no nulos.
S 3a 0 4c

a) Determina el nimero de columnas de A que son linealmente indepen-
dientes.

b) Calcula el rango de A.

a b c 11
|A|=&a -b 3cﬂ=abc -1 5D=abc-0=0
a 0 4c 0 4
a b
Pero DZOI —bD =—ab + 2ab=ab# 0, pues a y b son no nulos.

Por tanto:

a) Hay dos columnas en la matriz A que son linealmente independientes.
b) ran (4A) = 2
21 Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos valores de a, b y c:
5 5 5
M=| a b c

b+ca+ca+b

5 5 5 5 5 5

|M|=Uba b CH=EJ+b+ca+b+c a+b+cH=
[€Y) 2
+c a+tc a+b b+c a+c a+b
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22

23

5 5 5
=(a+b+c)Ub1 11 D=o
3
+c a+c a+b
(1) Sumamos a la 22 fila la 32.
(2) Sacamos (a + b + ¢) factor comun de la 22 fila.

(3) Las dos primeras filas son proporcionales.

Luego, ran (M) < 2. Tenemos que:

DZ ZD=5b—5a=O - b=a

DZ 2D=SC—562=0 - a=c

Por tanto:
eSia=b=c - ranM) =1
eSiazbo bZc o a%Zc - ran (M) =2

cos 0 —send 0

Estudia el rango de la matriz: A=|send cosa 0
0 0 1

osa —sena 0 oS O —sen o
|A]=|$ena cosa O =|l =cos?a +sen’d =1
0 0 (M Lsen A cos A

(1) Desarrollamos el determinante por la 32 fila o por la 32 columna.

Por tanto, como |A|# 0, tenemos que ran (A) = 3.

11001
10011
Calcula el valor de este determinante: | [0 1 1 0 1
01011
11111
FILAS
110 0 1 12 110 0 1 101 0
I 1o 1101
= 101 1
101 1| 4 101 w
. 011
1 1 1 1 =1 01 1
;ILAS 10 1 0 FILAS
Cpen 011 17 Vi L
T 3342 0 0 2 1|m"~ 2 IH_Z,, . B 21
4 01 1 1 0 =ik 0 -1

(1) Desarrollamos por la 12 columna.

(2) Es el determinante de una matriz triangular.

Unidad 3. Determinantes
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CUESTIONES TEORICAS

24

25

26

27

¢Cual es el valor del determinante de la matriz unidad de orden n?
¢Y el de una matriz triangular de orden n?
Justifica tus respuestas.

det (I,) = 1. El determinante de una matriz triangular de orden n es el producto de
los elementos de su diagonal principal (pues el resto de los productos que intervie-
nen en la obtencion del determinante serian cero). En el caso de la matriz unidad
de orden n, tenemos un ejemplo de matriz triangular en la que los elementos de
su diagonal principal son unos. Por eso, el determinante vale 1.

Comprueba que el determinante de una matriz de orden 3 es igual al de su
traspuesta.

dyy Gy Az dyy Gy a3
Si A =|dy dy dy | entonces Al = iy dyy dis ).
a3 3 ds3 iz dyz dsy
Aplicando la definicion de determinante, obtenemos que |A’| = |A4|. Lo vemos:

[ Al = ay ayy azs + Ay, dyy dsy + dys Ay dzy = g3 ayy Ay — Ay s sy =y Ay Gy
1=

| A= ayy ayy azs + ayy ayy as, + ayy ay az, — dyyay, dsy = dyy dyy dyy = dyy dy dg

Luego |4] = |A4].

¢Sabrias decir cuil de estos dos productos puede formar parte del desarrollo

de un determinante de orden 4?

a) dy, - Ayy " Ay Ay, b)a,, - a, - ay-as

Solo podria ser b), puesto que en cada producto ha de aparecer un factor de cada
fila y uno de cada columna.

Comprueba que: det(A - B) = det(A) - det(B) siendo A y B dos matrices dia-
gonales de orden 3.

a;; 0O 0 by, 0O 0
Sea: A = 0 azz 0 ; B = 0 bZZ 0
0 0 as 0 0 b33
ay by 0 0
A-B=| 0 ayby 0 - |4 B[=ay by ay, by, a; by,
0 0 a33b33
|4| = ay, a,, a;;0
_ >*0 |4| - |B|=a,, b, a,, b,, as, b
|B] = by, by, by, 5 |A] - | Bl = ayy by ay, by, ass byy

Luego, |4-B|=|4] - |B]
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238 Justifica que det(4™) det ()

O Ten en cuenta que: A-A~1 =1

Sabemos que |A - B|= |A| - |B]. Como A-A7' =1 tenemos que:

4| - |A7Y = |I|. Pero |I] =1 (ver ejercicio 24). Por tanto, queda:
A At =1~ At =
|4]

(Observacion: 4] # 0, puesto que existe A7, luego podemos dividir entre |A|).

29 Si A es una matriz cuadrada de orden 4, ;puedes saber el valor de:
Ay Ay + Ay Ay + a3 A3+ a4,

sin conocer los elementos de la matriz?

El resultado es 0, pues tenemos un producto de los elementos de una fila (la 22) por
los adjuntos de otra (la 12).

30 Dadaslamatrices A y B deorden 4 x4 con [A[J=3 y [B[=2, calcula: (4[]
S B'ADy 4B YO

Justifica las respuestas.

1 1 L

A7l = —— = = (ver ejercicio 28).

|A7] a7 3 j

L. - | B - = . =2.3=

B4l = |B]- |4] 5, 1B] |A]=2 3=6

_ _ _ 1 A 3

ABlt - ABl = |Al- Bl =1A4]- = = =
ABY] 5 1451 5, 141 87| |4l he = ol = 2
(1) Tenemos en cuenta que |4 - B|=|4]| - |B|.

(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

31 De una matriz cuadrada A se sabe que su determinante vale —1, y que el de-
$  terminante de 24 vale —8.

¢Cual es el orden de la matriz A? Razona la respuesta.

|24|=-8=-1-8=-1-23=23.|A|. Sitenemos en cuenta la siguiente propie-
dad de los determinantes:

>i multipli una fi u u une i un n® i
“Si multiplicamos una fila 0 una columna de una matriz por un n?, el determinante
queda multiplicado por ese n®”; entonces, si A es una matriz cuadrada de orden 7:

|24] = 2" |A|. En nuestro caso concreto, serd 7 = 3.

Es decir, A es una matriz de orden 3.
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32 Escribe dos matrices A y BO M, ,,
a) det(A + B) # det(A) + det(B)
b) det(A + B) = det(4) + det(B)

. 12 3] o_(3 5. _[5 8
a) Por ejemplo: A—(_l 2), B (1 _2), A+ B (O O)

tales que:

A1=7; |Bl=-11; [4+B]=0%# |4] + |B] =~

. _(2 3} ,_(1 1} (3 4
b)Pore]emplo.A—(4 6)’ B—(2 2),A+B—(6 8)

|A[=0; |B]=0; [4+B|=0=[A]| + |B]
33 Sea A una matriz cuadrada tal que A% = A. Demuestra que det(4) =0 o

S det(4)=1.
42| = [4-A]=]A| - |A]| = |4]2= |4] - [4]?-]4]=0 -

Al =0
. 14]()4] _1>=0<IA} -

(Hemos tenido en cuenta que |A - B|= |A]| - |B).
34 Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo orden, ;se verifica que
S M-BO=[B-AD

Justifica tu respuesta.

Tendremos en cuenta que |4 - B|= |A| - |B|. Entonces:

|4~ B|=]4] - |B

5 |B| - |A|=|B-Al|. Por tanto, si se verifica la igualdad.

(*) Aunque el producto de matrices no es conmutativo, el producto de nimeros (los
determinantes son nameros), si lo es.

b
35 Silamatriz A= (::l " IC’) tiene rango 2, ;qué rango tendra la matriz B?
a b c
B= m n ¥

m—a n—-b p-c

Observamos que la 32 fila de B (la que hemos anadido respecto a A), es combi-
nacion lineal de las dos primeras (se obtiene restando la 22 menos la 12). Por tanto,
B tendra el mismo rango que A, es decir, ran (B) = 2.

36 Sillamamos €, €6 C3 A los vectores columna de una matriz A, el determi-
nante puede designarse asi: det(4) = det(c,, c,, 03).

Si det(A) =5, ¢cual sera el valor de estos determinantes?
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a) det(cl - 302, Cy, 03)
b) det(c,, c,, 2(:3)

c) det(c,, ¢, —c,, c3)

D
a) det(c; = 3¢,, ¢,, ¢3) = det(cy, ¢, ¢3) =5

(1) Sumamos a la 12 columna la 22 multiplicada por 3.

2)
b) det(c,, c,, 265) = 2 det(cy, ¢, 03) =2-5=10

(2) Si multiplicamos una columna de una matriz por un nimero, el determinan-
te queda multiplicado por ese nimero.

3 2
o) det(c), c| = c,, ¢3) = det(c), —c,, c3) = —det(cy, ¢,, ¢3) =5

(3) Restamos a la 22 columna la 12.

37 a) Define a qué se llama rango de una matriz.

b) Indica, razonando la respuesta, cuiles de las siguientes afirmaciones son
ciertas:

D ran(A) = ran(-A) (-4 es la matriz opuesta de A).

) ran(A) = ran(A4") (4! es la matriz traspuesta de A).

m) ran(A + B) = ran(A) + ran(B)

v) ran(42) = [ran (A)]?

V) ran(A) = ran(4™)) si A tiene inversa (4! es la matriz inversa de A).

a) El rango de una matriz es el nimero de filas (o de columnas) linealmente inde-
pendientes. También podemos definirlo como el maximo orden de sus menores
no nulos.

b)1 Verdadera. El hecho de cambiar de signo los elementos de A, solo afectara
al signo de los menores; pero el maximo orden de los menores no nulos (el
rango) no se ve influido.

1) Verdadera. El nimero de filas y el nimero de columnas linealmente inde-
pendientes es el mismo. En A’ solo hemos cambiado filas por columnas.

) Falso. Por ejemplo:

1 2 1 2 2 4
A'(z 3) B‘(—z —3) - A+B‘(o 0)
ran (A) = ran (B) = 2 (pues |A|#0 y |B|20) y ran(4+ B) = 1.

v) Falso. Por ejemplo, si 4 es una matriz de orden 2 y con ran (4) = 2, A?
también serd de orden 2; luego ran (A2 <2, y [ran (AD)? =22 =4 (si A?
es de orden 2 no puede tener rango 4).

V) Si A es una matriz cuadrada de orden 7, y existe su inversa, entonces |A|# 0
(y |A7H#0). Luego, ran (A) = ran (A™") = n. Por tanto, la igualdad es ver-
dadera.
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PARA PROFUNDIZAR

38
S

39

40

2 ab b?
Demuestra, sin desarrollar el determinante, que: [Fa a+b Zlﬂ = (a-b)3
1 1 1

U Haz c;—c; y c,—c;. Asipodrds sacar factor comin (a —b)>. Después, baz ¢;—2c,.

COLUMNAS

2 ab b? 12— 32 a’l—b> ab-b> b

D;’a a+b2bD= 2832 DZ&l—Zb a—b 2bH=
32

1 1 1 0 0 1

(a+ba-b bWa-b b +b b b

=H 2a - b) (a-b 2bﬂ(7)<a—b)2[rz 1 2”UE>
0 0 1 0 0 1

+b b

=(a-b)? 5 1 =(a-b?a+b-2b)=(a-b?*@a->b)=(a-b)?

(1) Sacamos (a — b) factor comin de la 12 y de la 22 columna.

(2) Desarrollamos por la 32 fila.

1 a? a3 c a a®
Demuestra, sin desarrollar, que: Ul b? bﬂ =|ac b bZH
1 ¢ 3 b ¢ c?

U En el segundo miembro multiplica y divide la primera fila por a, la segunda por
b y la tercera por c.

Procediendo como se indica en la ayuda, tenemos que:

c a a? 1 ca a* a’ abe at a3 a* ad
¢ b b2D=W cb b b3ﬂ=ﬁ p? b3D= p? bSH
b ¢ ¢ “Uibe & & ¢ 2 3 ¢z 3

1 1 1
Prueba que: ||a b cD=(b—a)(c—a)(c—b)
2 b2 CZ

[l Este determinante se llama de Vandermonde.

Haz c,-c; y ¢;—c, Extrae el factor (b—-a) dela2¢columnay (c—a) dela 3¢
columna.

Siguiendo las indicaciones dadas, tenemos que:

1 1 1 1 0 0 1 0 0
HZ b CH=DZ b-a C_ﬂD=Uj b-a) (c—a) D=
2 p2 2 2 b —a? - da? 2 b+a)b-a) (c+a) (c—a)
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10 0
=(b—a><c—a>UZ 1 1 H=(b—a)(c—a)(c+a—b—a)=
b+a c

+a

=(b-a)(c—a) (c-b)

Determina las matrices cuadradas de orden 2 cuyos elementos sean nimeros
enteros, con determinante igual a—1, y tal que su inversa coincida con su tras-
puesta.

0 Haz A-A'=1 y [40=-1

Hay 4 soluciones.

a ¢
b d

doamr (o)) [ (L o)

Si A= (z 2), entonces A! = ( ) Si A'=A"! ha de ser:

c d|\b d ac+ bd 2+ d? 0 1
24 p2=10
ac+bd=0 0
ac +bd=0 0O
cz+d2=1g
O

Como a, b, ¢, d son enteros, tenemos solo cuatro soluciones:

Y ) R A v

PARA PENSAR UN POCO MAS

42 Demostracion de que A - Bl = A0 OB para determinantes de orden 2:

a,., a
[UB[= 1 12 11011, a0 21 ay by, aby
BO=\, a | Da a a, b, .a,b
21 Y22 21 011+ 422 b3y 431 b4, Ay, by,

D“ll 1n b 12D Dall 11 920 22D Dalz 21 41 b 12D D“lz 21 ”12[’22
a1 b11 431 by ay by Ay by ay, by a3, by, Ay, by a5 by,

@ (€) 3 @
a) Comprueba que (1) y (49) son ambos cero.

b) En (2) y en (3) saca factor comiin los elementos b i Llegaras a [U4[1- [BQ}
como se queria demostrar.

D (D “”“ ““12 by b — b by = d by b — -y by b
d21 1 ﬂ21 12 117117721712 11712721711 117721711712 11721711 12
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43

(4) “1221“1222 = a,,b,,0,,b,, — 1,0,,0,,D,, = a1,0,,b,,b,, — a,,a,,b,,b
ayyb,y,  dyb, 12921922020 = A1202502,051 = dp05) 22~ 41202292192

ay by apbyn aqq
b) () DLZZle |:| - bnbzz Dg21 |:| b11b72 |A|

ayyby, )

D“lz 21 Ayb 12D bb D“lz anﬂ - b b D“u “12D = b, b, |A|
2
dpby  dyby, HAH2Uay, ay A1z Uay, ay, 2712

Por tanto, queda:

|AB| =0 + by )by, |A| = byby, |A] + 0= [A] (by;by, = by1by) =

b]l blZ
= 14l [0y = 14l - 15l

La sucesion a, =1, a, = 2, a;=3,a,=5,a;=8,... tiene la peculiaridad de que
cada término, a partir del tercero, se obtiene sumando los dos anteriores:

para n=3.

a) Demuestra por el método de induccién que:

1100 - 00
11 10 -0 0
0 11 -0 0

an = —.1

0 0 00 --11
U Comprueba que a, =1 y que a,=2. Comprueba que a,=a,_,+a, _,, desa-
rrollando el determinante por la 1¢ columna.

b) Teniendo en cuenta lo anterior, di el valor del siguiente determinante:

11000 00O

-1110 0 0 0O
0-1110 00O
0 0-111 00O
0 00-11 100
000 0-1110
00000 111
000 0O0 O0-11
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1 1 0 0 0 1 1 O 0 O
1 1 1 O 0 1 1 1 0
a,=|[0 -1 1 1 0 0 -1 1 0 +
00 0 0 .. -1 1 00 0 ..-1 1
O I
orden n orden 7 — 1
1 0 1 1 0 0
1 1 1 0 1 1 1 0

0 -1 1 0 Lot :

0 0 0 ..-1 0 0 0 .-l

O I
orden n — 1 orden 1 — 2

(1) Desarrollamos por la 12 columna.

(2) Desarrollamos el 22 determinante por la 12 fila.

b) El determinante dado es el término dg de la sucesion anterior. Lo hallamos:

ay=1,a,=2,a5=3,a,=5,ds=8,a5=13, a, =21, ag = 34

1

Por tanto:

11000 00 0
11100 00 0
0-1110 000
00-111 000

s 00011 100 |73
0000-1110
00000 -11 1
00000 0-11
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RESOLUCION DE SISTEMAS
MEDIANTE DETERMINANTES

Pagina 98
Resolucion de sistemas 2 X 2 mediante determinantes
] M,0 M,0
= Resuelve, aplicando x = ey= , los siguientes sistemas de ecuaciones:
M0 Mo’

a)EBx—5y=73 b)E5x+ 4y=33 yHox+2y= 8 2x+y=1
O4x + 2y = 2 07x—-11y =13 0-5x + 9y = —-060 J6x —2y =28

Comprueba, en cada caso, la solucion que obtengas.

a) 3x — 5y = 73 _ _n73 > - 156
dx+2y=-2 D D4 ZD 26; |A,|= D 156;
4,1= [ ] - -2s6:
156 =286
Por tanto: x T 6, y e 11
b) 5x + 4y = 33U 4n_ 33 4 _ )
Tx— 11y = 130 [al=[5 5= -85 14, 13 -11 415;
5 33
|Ay|= > 13 = -166;
— 415 - 166

Por tanto: x = —— = 5;

N
<
[

o 6x+2y=8 U _n6 2 _n 8 2q_
—5x+9y=—60% 4] D—S 9D 04 [A,] = D»609D 192;

6
j4,1=] ¢

ol

192 =
P t, t . - - . — —
or tanto: X = _3 5, y >
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@ 2w+ y=10 o _p2 1p_ IR
m l4l=[lg l0=-10 140=1,5 _l]=-30

6x — 2y =28
2 1
4,1=[s 25[]=50
Por tanto: x=ﬁ =3 y=i=_
-10 -10
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Extension del resultado a sistemas 3 x 3

= ;Como crees que seria la soluciéon de un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas segun la regla anterior? Pon las formulas correspondientes y apli-
calas a la resolucion de los sistemas siguientes:

3x—-2y+ z=20 x+ y+z=3
a) [ x +3z=14 b) Jx— y+z=1
y— z=-4 x—2y =2

Comprueba las soluciones.

Si tenemos un sistema 3 X 3:

apX tadpyta;pz=c dyp dyp dyg
Ay X+ dyy + dy3 2= yllamamos: A =|dy dyy  dys|;
A3 X+ d3p ) + d33 2= Gy a3 dzp dss
€1 dyp dys dyp ¢ dyg dyp dp G
A= G Gy apl A, =4y & )y A =4y dyn G
Gz dzp dss a3 G5 dsg a3 Gz G

z

M0 m,0 .0
) y = : b
40 40 40

entonces: x =

(siempre que |A]| % 0).

Si aplicamos las férmulas a la resolucion de los sistemas propuestos, tenemos que:

a)3x -2+ z=20 -2 1
x  +3z=140 |4|=[L o 3H=_1o

Y- z=-4 1 -1
0 -2 1 20 1 -2 20
|Ax|=ﬂ%‘ 0 3D=—50; |A1,|=[E 14 3U=10; |AZ|=[E 0 14H=—30
1 -1 A -4 -1 1 -4
=50 10 =30
P cx="2 =5 y=—— =], z="2 =
or tanto: X =T 5,y 10 - 10 3
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b)x+ y+z=3 1 1
x— y+z=1 |A|= -1 1D=2
X =2y =2 -2 0
1 1 1 3 1 1 3
4= -1 1D=8; |Ay|=D; 1 1D=z 1A= -1 1D=4
-2 0 2 0 -2 2
Portanto:x=§=4, y=£=1, z=ﬁ=—2
2 2 2
Inversa de una matriz 2 x 2
a2 —21 ) .. .
B x=—", y=—". Obtén, de forma similar, las expresiones de z yde % Lle-
M0 Mo
garas, asi, a la siguiente conclusion:
41 = 1 ( a2 _“12)
MO \"%1 4
D? ”llj] [gll OD
- —a a
“112+“12t_og - Ay 12; [ = 2 1 _ %
dyz + dyt = 10 040 M0 040 40O
1 a,, —da
Por tanto: A™! = —— ( 22 12)
Mo \"%1 9n
= Comprueba, efectuando el producto, que: 4 - A1 =1
A4 = (“11 “12) 1 ( A _“12) _ 1 (“11“22 — dypdy 0 ) _
4 9| mo\T% “n Mo —Aypdy t Ay by

_ 1 (|A| o)=(1 o)=1
g\ 0 l4]] Vo 1

= Aplica la expresion anterior para calcular M~! siendo: M = ( 2 6

B 1 6 -7 1 (6 -7
1= _ - =~
M DMD(—Z 4) 0 \2 4

3/5 —7/10)
-1/5  2/5

47)

® Haz los productos M- M~' y M~!- M y comprueba que, en ambos casos,

obtienes la matriz unidad.

L[4 7 (3/5 —7/10) (1 o)
. 1 _ . =
MM (z 6) 155 2517 \o 1

3/5 —7/10).(4 7)=(1 o)

-1 . =
M M(—I/S 25 1712 6)= o 1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes
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= ¢Por qué crees que es necesario que [A[J# 0 para que una matriz cuadrada sea
regular (tenga inversa)?

En su obtencion, dividimos por |A].
Es necesario que |A|# 0 para que el sistema que obtenemos tenga solucion Unica.
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1. Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son com-
patibles o incompatibles:

3x—-2y= 5 4x+ 5y=7 X+ y+2z =7
a) [ x+3y=-2 b) J2x— y=0 A [3x— y+ 4t=1

2x — y= 3 Tx+ 11y =4 x—3y—4z+4t=6
a)3x—-2y= 5 3 =2 3 -2 5
X+ 3y =-2 A=|1 3 A'=11 3 -2
2x— y= 3 2 -1 2 -1 3
3 27 B
I 3D—n:to ~ ran(A) =2
|4’ =0 - ran(4’) =2
El sistema es compatible.
b)4x + 5y=7 4 5 4 5 7
2x— =0 A=(2 -1 A'=12 -1 0
Tx+ 11y =4 7 11 7 11 4

|A|=147 20 - ran(A) =3Zran(A) =2

El sistema es incompatible.

O x+ y+2z =7 1 1 2 0 1 1 2 07
3x— y+ 4t =1 A=[3 -1 0 4 A'=13 -1 0 4 1
xXx—3y—4z+4t=0 1 -3 -4 4 1 3 4 4 6

Calculamos el rango de A:

L1 11 2 1 0
Ds _1D=_4¢0; [E -1 0D=o;§ -1 4H=0 - ran(A) =2
-3 4

Calculamos el rango de A"

1 1 7
[E» -1 1D =76 - ran(4A") =3 % ran (A4)
-3 06

El sistema es incompatible.
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2. Siguiendo el mismo proceso que en el ejercicio anterior, averigua si los si-
guientes sistemas son compatibles o incompatibles:

x+3y—z=1 x+3y—=z=1 x+ y+2z = 7

a) [2x + z=2 b) [2x + z=2 o) 3x— y+ 4t= 1

2y—-z=0 2y—z=5 x—3y—4z+ 4t=-13
A x+3y—z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=12 0 1 A'=(2 0 1 2
2y—-z=0 0 2 -1 0 2 -1 0

Calculamos el rango de A4:

Di gD=—6¢0y [A]=0 - ran(4) =2

Calculamos el rango de A"

1 3 1
[E 0 ZD =0 (puesla 12 yla 3% columna son iguales) — ran (4A") =2 = ran (A)
2 0

El sistema es compatible.

Observacion: Como la 4% columna de A’ y la 1?2 son iguales, necesariamente
ran (A") = ran (A); es decir, el sistema es compatible.

b) x+3y-z=1 13 -1 13 -1 1
2x + z=2 A=12 0 1 A'=({2 0 1 2
2y—z=5 02 -1 0 2 -1 5

Sabemos que ran (A) = 2 (ver apartado a) de este ejercicio).

Calculamos el rango de A"

1 3 1

% 0 2U=—30¢0 > ran(A") =3 % ran (A)
2 5

El sistema es incompatible.

o x+ y+ 2z = 7 1 1 2 0 11 2 0 7
3x— y+ 4t= 1 A=13 -1 0 4 A'=13 -1 0 4 1
X =3y -4z + 41 =-13 1 -3 4 4 1 -3 -4 4 -13

Sabemos que ran (4) = 2 (ver apartado ¢) del ejercicio anterior).

Calculamos el rango de A"
1 1 7

[E—l 1D=O - ran(A") =2 = ran (A)
-3 -13

El sistema es compatible.
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1. Enuncia la regla de Cramer para un sistema de tres ecuaciones con tres incog-
nitas:
apnXtapytagz=co
AnX *+ apy+ a)z=c
a3 X+ dzy + a3z =6

dyy dyp dyg
Si |A]= &221 dy, “23H 20 - ran(A) =3 =ran(4")
31 43y di3

Por tanto, el sistema es compatible.

L0 O DL

z =

) y ’ )
Mo Dzin MO

Su solucion es: x =

siendo A, la matriz que resulta de sustituir en la matriz 4 la columna de los coefi-
cientes de x por la columna de los términos independientes. Analogamente, A,y
A_ se obtienen sustituyendo en A4 la columna de los coeficientes de la incognita
correspondiente por la de los términos independientes.

2. Utilizando la regla de Cramer, resuelve el siguiente sistema:

x—3y+5z=-24
2x— y+4z= -8

x+ y = 9
X—3y+5z=-24 -3 5
2x — y+4z= -8 |A| = -1 4H=—1¢0
X+ y = 9 1 0

24 3 5 24 5 1 3 24
|Ax|=D—8 1 4U=—7; |Ay|=mz 3 4H=_z; |AZ|=[E 1 —8D=5
9 1 O A 9 0 1 9

Por tanto: x=7, y=2, z=-5
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3. Demuestra la regla de Cramer para un sistema de tres ecuaciones con tres in-
cognitas.
Procede de forma analoga a como se ha hecho en esta pagina.

Tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas:
Ay X + any + dpz = c Ay Gy Gy
Ay X + dyy + dyz = G, con |A|= [Em 7, “23D 70
Ay X + Agy) + dy2 = Cy 31 93 933
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Hemos de despejar cada una de las incognitas. Empecemos por la x.
Para despejar x, hemos de eliminar ), z. Esto se consigue multiplicando las tres ecua-
ciones, que llamamos (1), (2), (3), por los adjuntos de los coeficientes de la x:
DAy »ap Ay x+ap Ay y+ady z=c 4y
(2) " Ay = dy) Ay X+ ayy Ay Y+ dyz Ay 2= ¢y Ay

3) - Az, Ay Ay X+ dyy Az Y+ dyz Ay 2= 5 Ay

Sumando, obtenemos una igualdad que vamos a analizar por partes:
— El coeficiente de la x es:
ayy Ay +dy Ay +agy Agy = [ 4]
— El coeficiente de la y es:
Gyy Ay *dyy Ay +dzy Az =0
Anilogamente, se ve que el coeficiente de z es cero.
— El término independiente es:

¢ Ay *+ ¢y Ay +c3 Az, que es el determinante de la matriz 4, que resulta al
sustituir en A la columna de los coeficientes de x por la columna de los tér-
minos independientes:
G by Ay
A= 6y dy dy
€3 dsp dss

Recapitulamos: al efectuar la suma (1) - A}, + (2) - A, + (3) - A5}, obtenemos:

30
|Alx+0y+0z=|A4,|
Puesto que |A4|# 0, podemos despejar la x, y obtenemos:

M0
0

X

Para despejar la » habria que multiplicar las ecuaciones (1), (2), (3) por 4,,, 45,, A5,
respectivamente. Y analogamente procederiamos para despejar z, obteniéndose:

4,0 4.0
= — z

mo’ MO

y
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1. Halla los valores de las incognitas en los siguientes sistemas de ecuaciones:

x— y+3z=1 x— py+3z=1
a) [J3x— y+2z=3 b) 3x— y+2z=3
-2y+7z=0 -2y+7z=10
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A x—- y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x— y+2z=3 A=(3 -1 2 A'=13 -1 2 3
-2y+72=0 0 -2 7 0 -2 710

Calculamos el rango de A4:

1 -1
Do _2D=—2¢o y |4|=0 - ran(4a) =2
Calculamos el rango de A"

1 1
ﬁ -1 SD =0 (la 12 y la 3% columna son iguales) — ran(A4') = 2
-2 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
2% ecuacion:

=7z

x—y+32=1E x—y=1-3z - x=y+1—3z=1+%
2

—2y+7z=0 -2y =-7z -y

Solucion: x =1+ M\, y=7\ z=2\

b) x— p+3z=1 1 -1 3 1 -1 3|1
3x— y+2z=3 A=(3 -1 2 A'=(3 -1 2 3
—2y+7z=10 0 -2 7 0 -2 7 110

Sabemos, por el apartado a), que ran (4) = 2.

Calculamos el rango de A"

-1 1
[E -1 3D=20¢0 = ran (A") =3 # ran (A)
-2 10

El sistema es incompatible.

2. Resuelve estos sistemas de ecuaciones:

x+ty =3

_ 3x+4y= 4
g YTET b) [ 2x+6y =23
S5x—y+z=6 —2x+3y=1
a) x+y =3 1 1 0 1 1 01 3
y+z=5 _(o 1 1 o 1 1|5
X +z=4 4 1 0 1 4 1 0 1 4
Sx—y+z=6 5 -1 1 5 -1 116
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1 0
Como[E 1 1H=2¢0 - ran(A) =3
0 1

Calculamos el rango de A"
|[A'|=0 - ran(4’) =3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la ul-
tima ecuacion y aplicar la regla de Cramer:

Solucion: x=1, y=2, z=3

b) 3x+4y= 4 3 4 3 4 | 4
2x+6y=23 A=|2 6 A'=12 6 |23
2x+3y= 1 -2 3 -2 311

Como |A'| =-309 £ 0, entonces ran (A") =3 % ran (4).

El sistema es incompatible.
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

H3x—5y+2z=0 x— y— z=0
a)[] x—2y+z=0 b) Ex+ y+3z=0

0 x+ y =0 x—5y-9z=0

H x+11y—4z=0 v _
o d2x+ 4y+ z=0 @ x+y+5z :0

4 x+ y-22=0 3x—y -2t=0

T 2x—16y +52z=0 x¥-yt z- 1=0

a)3x—-5y+z=0 =S 1
x=2p+z=0 |A|= -2 1D=—5¢0
X+ y =0 1 0
Por tanto, ran (A) = 3 = n? incognitas.

El sistema solo tiene la solucion trivial: x=0, y=0, z=0

b)x—- y— z=0 1 -1 -1

X+ y+3z=0 |A|=EE 1 3D=o
xX=5-9z=0 -5 -9
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1 -1
Seleccionamos el menor Dl 1 D =2#20 - ran(A) =2
Podemos suprimir la 32 ecuacion y pasar la z al segundo miembro:

x-—y=2z Hx=-—2

O
O Solucion: x=-N, y=-2\, z=A
x+y=-3z0 y=-22

4
I

o x+1ly—4

0
1 11 4
—2x+ 4+ z=0 2 4 1||=-18 = ran(A) = 3 = n?de incognitas
x+ y—2z=0 1 1 -2
2x—-16y+5z=0

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y=0, z=0

d x+y+5z =0 11 5 0
3x—y -2t=00 A4=[|3 -1 0 =2
xX—-y+ z— t=0 1 -1 1 -1

15
[E 1 0D=_14¢o L ran(A) =3
-1 1

Para resolverlo, pasamos la ¢ al 22 miembro:

0 1 5
) r -1 OH
5;C:rjj+sz;gt oot 1=t
xX—y+ z=t 14 42
1 0 5 1 1 0
HS 2 oﬂ Hs -1 2¢H
1 ¢ 1 7t —t 1 -1 ¢ 0 0
e Sl = Y _
Y RV 14 2 Ry 14
Solucion: x =N, y=-\, z=0, t=2\
2. Resuelve:
x—2y+3z=0 x + 3z =0
y+ z=0 y— t=0
2) x=3y+2z=0 b) x+ y+ 2t=0
—x + 5y =0 2x+2y+3z+ t=0
a) x—2y+3z=0 1 -2 3
y+ z2=0 A= o 1 1
x—-3y+2z=0 1 -3 2
-x+ 5y =0 -1 5 0
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Calculamos el rango de A:
L 2 3 1 2 3
D D=1¢0; 1 1D=0; m) 1 1D=0
0 1
-3 2 1 5 0
Por tanto, ran (A) = 2. El sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, podemos prescindir de las dos tltimas ecuaciones y pasar la =z al
22 miembro:

x—2y=—32|% x=—52+2y=—3z—22=—5z%
y=—=0Jry=-=% 0

Solucion: x=-5\, y=-\, z=A

b) x + 3z =0 1 0 3: 0
y— =00 ,_lo 1 0 -1 )
X+ y+ 2t=0 4 11 0 i l4]=0
26+ 20+ 3z+ =0 2 2 3 1

0 3
[% 1 ()D =-3%20 - ran(A) =3 < n®incognitas
1 0O

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
4% ecuacion y pasar la ¢ al 22 miembro:

X -3z=0 Z=%=%=t
y =1 y=1
X+ =2t Xx=-2t—y=-2t—1t=-3t

Solucion: x=-3\, y=\, z=A, t=A\
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1. Discute y resuelve:

x+ y+taz= 0 x+ y= R

a) fax— y =-1 b) Jkx— y=13

x+4y+ 6z= 0 5x + 3y =16
A x+ y+az= 0 I 1 a 1 a 0)
ax—y =-1 A=la -1 0] A'=fa -1 0 | -1
x+4y+ 6z= 0 1 4 6 1 4 610

_5#V25+96 _5#VI2l _ 511 _—
8 8 8 T~ua

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes 0

|A|=4a?-5a-6=0 - a

| Do
|,



eSi a=2, queda:

1 1/2]0 .
A=|2 -170 1 -1 0, J0=-320 ~ ranc =2
14 610
111
A

1 0
[E -1 —1D=5¢0 - ran(A") =3 # ran (A)
4 0

El sistema es incompatible.

*Si a=-3/4, queda:

1 1 -3/4 0 1 1 3
A= —31/4 —41 0 —01 D_3/4 —1D_T¢O - ran(4) =2
OOOOOd.d
A 1 1 0
3/4 -1 -1D=3¢o L ran (A7) = 3 % ran (A)
1 4 0

El sistema es incompatible.

eSi azZz2y a#-3/4 - ran(A) = ran(A’) = n?incognitas = 3, el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos:

0 1 a 1 0 a
H~1 -1 OH Ha -1 oﬂ
_t0 4 64 6-d4a 1

0 6
4a2—5a-6 4a’—-5a-6'

- _ a-6
4a2-5a-6  4a*-5a-6’

1 1 0
|
1 4 0 3

= 4a% - 5a -6 B 4a?* - 5a -6

Solucion: x = 6~ da = a-06

_ _ 3
4@2—5a—6’y 4a’ -5a0 -6’ < 4a%> - 5a -6
b)) x+ y= &k 1 1 k
ke— y=130 A'=[k -1 | 13
Sx + 3y =16 SEIE? 16
A
11 + V121 — 120 11+1/l€=2
/| = 2 - R - - — = -
|A'| = 3k* — 11k + 10 = O k G ¢ \Ie=%
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eSi k=2 queda:

1 1:] 2
: 1 1 .
A'=12 -1 15) D =3%20 - ran(A) =ran(A") = 2 = n®incognitas
ffffffffffff 2 -1
5 3 16
0o
A

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
32 ecuacion:

=2 0O
x+y=2 0 Sumando: 3x=15 - x=5; y=2-x=2-5=-3
2x -y =13

Solucion: x=5, y=-3

eSi k=5/3, queda:

1 1 5/3
A'=15/3 -1 | 13
5 3 16
[
A
1 1r_ -8 _ N e
D5/3 _1D T3 0 - ran(A) = ran (A") = 2 = n®incognitas

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
3% ecuacion:

p)
x+y==
5 Sumando: §x=ﬁ . x=ﬁ=£
5 _ 3 3 8 2
—x—-y=13
3
o5 .5 11 _ -2
YTE YT T TG
Solucion: x=%, y=%

eSi k22 y k%5/3 - ran(A4A’) =3 % ran(A), el sistema es incompatible.

2. Discute y resuelve, en funcion del parametro a, el siguiente sistema de ecua-

OCa— =
ciones: [l(a Do+ y=0
Ja@a-Dx+(@a+1Dy=0

(a—Dx+ y=0% A=(a—1 1
(a-—Dx+ @+ Dy=0g a-1 a+1
=0
11 ¢
Al=(a-D =(a-D@+1-D=a@a-1D=0
| | D]_ ﬂ+1D \a:1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes 6



eSi a=0, queda:

— =00
xry O|:| Yy =x. Sistema compatible indeterminado.
—x+y =00

Solucion: x=N, y=A

eSi a=1, queda:

= o0
Y OD Sistema compatible indeterminado.
2y =00

Solucion: x=M\, y=0

eSi a20y a#1 - ran(A) =2

El sistema solo tiene la solucion trivial: x =0, y =0
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1. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

1 -1 -1 2 1
(27

A=
-2 5 -3 1 -2

Calculamos la inversa de la matriz A:

[A]=-1#20 - existe A7

a, @ Adj(4) [ (Adj (A)) [ ﬁ(Adj(A))[

-15 9 -5 -15 -9 -5 -15 -8 -3 15 8 3

8 -5 3| -8 5 3|9 -5 2] 19 5 2|=4"

3 2 -1 3 2 -1 5 3 1 5 3 1
Calculamos la inversa de la matriz B:

|B|=-3#0 - existe B!

o, [ Adj(B) [ (adj (®)' - |17|(Adf B

IO ) I I B

2. Calcula la inversa de estas matrices:

1 2 -3 =2 1100
01 2 0 0110
A4=19 2 3 1 B={p 011
3 20 1 0001
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Calculamos la inversa de la matriz A:

|A]=-8#20 - existe A7

a, @ Adj(A) [ (Adj (A)) [ le(Adj(A))’
5 6 3 -3 5 6 3 3 -5 6 -9 -1
6 12 10 6 6 12 -10 6 6 12 -14 2
9 14 7 1| 7|9 <14 7 1] 7|3 10 7 -1| "
1 2 1 - 1 2 -1 4 3 6 -1 -1

5. -6 9 1
Lo1le -1z 2
s|l3 10 7 1
3 -6 1 1
Calculamos la inversa de la matriz B:

|[B|=1#20 - existe B!

a, M Adj(B) [ (Adj (B)' L |—;|(A6{7' B)
1 0 0 0 {1 0 0 1 -1 1 -1
1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 -1 1
1 1 1 0] "1 =11 of “lo o 1 1"

1 1 1 1 1 1 -1 1 0 0 1

1 -1 1 —1\

o 1 -1 1| _ .,
“lo o 1 1|78

0 0 1

Pagina 111

1. Expresa en forma matricial y resuelve (ten en cuenta el ejercicio 1 de la pagina
anterior):

x— y— z=6

a) [ —x y+?>z=2 b)%zx_ y=7
2x+5y-32=0 0 x-2y=i1

A x— y—- z=6 1 -1 -1 x 6
—x +3z=2E -1 0 3]||y|=|2
—2x+5y-3z=0 -2 5 3 z 0
00000 — —

A - X =B

En el ejercicio 1 de la pagina 112 hemos calculado A~
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A-X=B - X=41-B=

15 8 3 6 106
9 5 2| (2)=|064
5 3 1 0 30
Solucion: x =106, y =64, z =36

=(171)

SN

x—-2y=11Q 1DD—D2 y
B - X = C

En el ejercicio 1 de la pagina 112 hemos calculado B!

reenemen 2 ) G2
BXC-»XBCS(_lz 1 =15 s

Solucion: x=1, y=-5

2. Expresa en forma matricial y resuelve:

x—2y—3z—1t=19 x+y =5
y+2z =12 y+z =-1

) 2y+3z+1=16 b) z+t= 4
3x — 2y +t=5 t= 2

a) x—-2y-3z—-1t=19 1 2 =3 -1 kY 19
y+2z =12 O 1 2 0] (»y]|_]|12
2p+32+1=16 0 2 3 1 z 16
3x — 2y +1=5 3 -2 0 1 t 5
o e —_ —_
A X = B
Calculamos la inversa de la matriz A:
|[A]=-5#0 - existe A7
- 0 5 0
a_-1|-6 3 8 2
ST IE N S
3 6 -1 -1
A-X=B - X=A""-B=-1
- 0 -5 0 19 -175 35
_-1(-6 3 8 2| [12]_-1 [-196|_| 196/
513 4 4 -1 16 5 68 —(68/5)
3 6 -1 -1 5 108 —~(108/5)
- 196 68 108
Sol sox= == z=—-— l=—-"=
olucion: x =35, y 50 7 5 5
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b)x+y =5 1 1 0 O x 5
y+z =-1 0 1 1 0 y_| -1

z+ 1= 0 0 1 1 z| | 4

r= 0O 0 0 1 t 2

5 o o _— —_—

B X =

1 -1 1 -1 5 8
_ 0 1 -1 1 -1 -3

X=C o xY=pl.c= -
B-X=C X=B C 0 0 1 4 5
o 0 O 1 2 2

Solucion: x=8, y=-3, z=2, t=2
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Escribe en forma matricial los siguientes sistemas:

H x+y—z=1

2x +z=-1 X- yrz-i=2
a) x —y+z= 2 2 EZx+3y i;:(l)
2y —z= 0 y
; (1) _11 x 1 1 -1 1 \[¥ 2
Q) yl=17 mlo 3 o 1||Y]=]1
L P 2 21 0 <1/\*] \o
0 2 -1 0 t

2 Escribe en la forma habitual estos sistemas:

x 1 1 4
ot 3206wl ale)-(o
z 2 /Y 1
b) x+y=4
» = 40
a)x+3y+24 4D 3x—y=0
x-y- z=00 2x—y=1

3 Estudia la compatibilidad de estos sistemas:

x— y=06 x+ y— z=-2 2x+3y—2=3
a) J4x + y=-1 b) J2x - y-3z=-3 o) J—x—-5y+z=0

5x +2y=-5 x—-2y—2z= 0 3x+ y—z=6
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x+ y+ z= 2

xX—y—2z=2 oy Ty = x+3y+ z=-1
d[02x+y+3z=1 e) ¥ §+7§=_(1) ) x— y— z=-1
3x + z=3 2+ 3y -0 2x+ y+3z=5
a) x— y=0 1 1] 6 1 1
4x+ y=-1[ A’=[4 1| 1| Como D4 =5%0y lal=0,
Sx+ 2y =-5 5 2 -5
A

tenemos que: ran (A) = ran (A') = n® incognitas = 2

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
tercera ecuacion:

x—y= 6U Sumando: 5x=5 - x=1

E Solucion: (1, -5)
dx+y=-1 y=-l-4x=-1-4=-5 [ -

b)) x+ y— z=-2 1 1:-11] =2
v — y-3z=-30 A'=[2 -1]-3 | 3|
x—-2y-2z=0 1 -2 -2 0

A

Tenemos que |A|=0 y que Dé _11D =320 - ran(4) =2

1 -2
Como [E -1 —3D=—3¢O > ran(A)=2#%ran(4A) =2
-2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.

Q) 2x+3y—z=3 2 3i-1 3
—x—-5y+z=0] A'=|-1 51 | 0
3x+ y—2z=0 3 1 116
I
A
2 3

Como |A|=0y D—l Pl -7 %0, tenemos que ran (A) = 2.

2 3 3
Ademas, H—l ) OD = 0. Luego ran (A") =2 = ran (A) < n® incognilas.

3 1 6

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la tercera ecuacion:

2x+ 3y — z =30 2x—z=3—3y% Sumando: x =3 + 2y
Xx-59+2z=0] —x+z=5y 0 2=5%+x=5+3+2y=3+7y

Soluciones: x =3+ 2\, y=\, z=3+7A
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d x-ypy-2z=2 1 -1 22
2x+y+3z=10 A’'=|2 113 |1
3x + z=3 3 001 13

I:IEIEI:ID

Como |A]|=0 vy D; (1) =-3 %0, tenemos que ran (4A) = 2.

-1 2
Ademas, E 1 IH = 0. Luego, ran (A") =2 = ran (A) < n®incognitas.
0 3

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la primera ecuacion:

2x+y+3z=1U2x+y=1-32 3

3 . 303 _3 Hacemos z = 3\
X z 0 3x -z y=1-32—2x=

Soluciones: x=1-\, y=-1-7\, z=3\

e) x+ y+ z= 2 11 1] 2
x—-2y-7z= 0 A= 1 -2 —7} 0
yroz=a1g7 7 o1 1] 4
2x + 3y = 0 23 0 0
A
1 1
Como -2 —7H=S¢Oy |A’| =0,
1 1

tenemos que: ran (A) = ran (A") = n?incognitas = 3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
cuarta ecuacion. Aplicamos la regla de Cramer:

201 1 1 2 1

&)—2 —7H Hl 0 —7H

11 1 15 0 -1 1 10
——_ - -~ m_ D _3 4, " -~ "_ZV_ 5
x 5 5 3y 5 ;

11 2

Hl 2 OH
Z=01—_1=2=1

5 5

Solucion: x=3, y=-2, z=1
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fh x+3y+ z=-1 1 3 1 |-
x—- y—- z=-1J1 A’=11 -1 -1 | -1
2x+ y+3z= 5 21 315
[ I
A
Como |A|=-14 # 0, tenemos que: ran (A) = ran (A") = n? incognitas = 3

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cra-

mer:
103 1 1 -1 1
1 -1 —1H Ul -1 —1U
eos tsboo s sboae
14 -14 —14 -14
1 3 -1
Hl 141
2 1 _
Z:_S_ﬁ_z
—14 -14

Solucion: x=0, y=-1, z=2

4 Resuelve los siguientes sistemas aplicando la regla de Cramer:

0 _ x+ty—=z=1 3x— y = 2
a) D§x+1§y_1i b0 x-y+z=1 o [d2x+ y+ z= 0
[ox—= Jy= —x+ty+z=1 3y +2z=-1
2x+ y+ z=-2 x+y—z+t=1 0 _

D x-2y-32=1 &Ox-y -t=2 ) Dx:y:”;:i
—x— y+ z=-3 z—1=0 pxryr==t=

a) 8x+ 14y = 20 (8 14 2)
A= o |A| =-82%
3x— Sy=11( 35 11 4] 0
2 14 8§ 2
Dll —SD —164 D5 llﬂ 82
x = = =2 y=——=—-=-1
2 -82 -82 -82

Solucion: x =2, y=-1

b x+y—-z=1 1 1 -1/]1
x—y+z=10 4a'=[1 -1 1 | 1] - |4]==4#0
x+y+z=1 -1 1 1
I o
A
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PPl T S e S T S S B DY
4 = 4
11 1
Hl -1 1H
101 14
PO B S B
4 4

Q) 3x—y = 2 3 -1 0 | 2
2x+ y+ z= 0 '={2 1 1 0] - |4]=1%#0
+2z=-1 0 -1
3y + 2z s o [
A
2 -1 0 3 2 0
Ho 1 1U Hz 0 1U
-1 _ 0o -1 2 _
eebs2b a0 B2l s
1 1 1 1
3 -1 2
Uz 1 OU
0 -1
p=0 3 AT 7,
1 1
Solucion: x=-1, y=-5 z=7
d2x+ y+ z=-2 2 1 1 -2
x—-2y-3z= 10 A'=|1 2 3 1 - |A|=—11¢O
-Xx—- y+ z=-3 -1 -1 -3
ooooo
A
2 1 1 2 2 1
Ul ) —3H 1 1 -3
-3 -1 1 -1 — 1 _
B B T VIR B B L *
-11 -11 —-11 -11
2 1 =2
Hl ) 1U
-1 -1 -
Z=—3_£__2
~11 -11

Solucion: x=-1, y=2 z=-2
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e)x+y—z+it=1 11 111 |1 1 -1
xX-y —1=2 A'=|1 -1 0/ -1 | 2| Tenemos que -1 OH=—2¢O.
z—1=0 00 1/-110 0 1
OOooo0d
A
1-¢r 1 -1 1 1-¢ -1
+t -1 0 1 2+t O
t 0 1 3 _ (N 1 -1-
x = =5t=5+t;y= _ 1+t _ -1-t¢
-2 -2 2 -2 -2 2
1 1 1-1¢
1 -1 2+7¢
0 0 t - -1-
z=—=ﬁ=l. Soluciones: (3+)\, 1 A,)\, )\)
-2 -2 2 2

— - =40 x -y = -4 —
Dx-—y—z+t=40x—-y=4+=z2 tl:lﬂl In_5 20
X+y+z—-1=20x+y=2-z+1H 1

4+z—-1 -1 1 4+z—1t
_D2—2+l’ ID_G Dl 2—Z+ID —2—2z+2f _

X=——=—=3 y-= = =—1l-z+t
5 > 3y > >

Soluciones: x=3, y=-1-A+|, z=A, t=|

5 Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

S 121 210
A=|0 1 0 B=|0 1 3
203 211
2 1
|A|=[E 1 0H=1¢0 - Existe A7!
0 3
a, [ Adj(4) [ (Adj () [ Al = ﬁ(Adj(A))f
3 0 -2 3 0 -2 3 -6 -1 3 -6 -1
6 1 4 - |-61 4] - (01 0] - [0 1 0]=4"
-10 1 -10 1 -2 4 1 -2 4 1
10
|B|=[E 1 5D=2¢o - Existe B!
11
a, M Adj(B) [ (Adj (B)) B = ﬁ(Adj(B))t
2 6 =2 2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0] - |-1 2 o0 - (6 2 -6 - |3 1 -3|=p"
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1
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Estudia y resuelve los sistemas, cuando sea posible:

3x+y—z=0 x=-2y+ z=-2
A[] x+y+z=0 b) J2x+ y+ z=-2
y—z=1 x+ y—-2z=-2
x+2y+ z =0 x+y =5
o —x+4y +3z+2t=0 oHx *=- 6
x+7y+7z+4t=0 ytz=7
2x +2z+ =0 2x+y +z =11
A)3x+y—-z=0 31 -11]0
x+y+z=00 A'=|1 1 1 0
y—z=1 01 -1 11
I
A
Como |A|=-6#% 0, tenemos que: ran (A) = ran (A") = n® incognitas = 3. El
sistema es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cra-
mer.
0o 1 -1 3 0 -1
Ho 11 H Ul 0 1 H
1 1 -1 2 -1 0o 1 -1 4 2
X ——— ==y —————— = — = =
-6 -6 3 -6 -6 3
31 0
H1 1 OH
11 2 -1
= - - T_ 4 -2
-6 -6 3
Solucion: x = i, y= 2, z==L
3 3 3
b)) x-2y+ z=-2 1 =271 | -2
2x+ y+ z=-200 A'=[-=2 1i1 |-=2
x+ y—2z=-2 1 1 212
OOoOodno
A

1 -2
Como D»Z 1 D =-3 vy |A4]|=0, tenemos que ran (A) = 2.

1 -2 2
Ademas, H»Z 1 —ZD =18 #0. Luego, ran (A") =3 # ran (A) = 2.
1 1 2

Por tanto, el sistema es incompatible.

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes e



0 x+2p+ =z =0
X +4y+3z+2t=0

Es un sistema homogéneo.
x+7y+7z+41=0 &

2x +2z+ =0
1 2 1:0
|14 302 0
2 0 21
OOEEa.
A
1 21
D—l 4 SH =1620 - ran (A = 3. Es compatible indeterminado.
1 7 7
Para resolverlo, podemos prescindir de la 42 ecuacion y pasar la ¢ al 22 miem-
bro. Ast:
0 2 1 1 0 1
U—Zt i3 H 1 -2t 3
x=_4t77=6t—5t'=1_4t7—4t—t
16 T 16 16 4
1 2 0
-1 4 -2t
1 —4t — _ _
z= / -l _ l Soluciones: (é)\, l)\, —7)\, 7\)
16 16 8 8 4 8
d x+y =5 1 1 0:] 5
x +z=6 -1 o 1] 6
yrz=7 0. 1 17} 7
2x+ypy+z=11 2 1 1 11
I o
A
10
Tenemos que |A|=0 vy |l 0 1D =2%#0.
11

Luego, ran (A) = ran (A") = n®incognitas = 3. El sistema es compatible deter-
minado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 42 ecuacion:

5 1 0 1 5 0
H6 0 1U Ul 6 1H
A T D _0 7 18 6
-2 -2 ’ -2 -2 ’
1 1 5
U1 0 6H
1 _
Z=—7=—§=4. Solucion: x =2, y=3, z=4
-2 —
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7 Resuelve los siguientes sistemas homogéneos:

I9x+3y+2z=0
3x— y+ z=0
8x+ y+4z=0

x+ y— z=0
a) ]12x—-3y—-2z=0 b)
x—-2y+ z=0

x+2y—-2z=0
a x+ y— z=0 x+ y— z=0 1 1:-1
12x - 3y-22=0 x=2y+ z=00 A4=[1 -2/1
x—2y+ z=0 12x-3y—-2z=0 12 -3 -2

Como |A]|=0 vy D_lz _12D =-3 %0, entonces, ran (A) = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la 32 ecuacion y pasar la z al 2° miembro:

z 1 1 =z
x+ y= zU _D’ _Zﬂ_ﬁ_i.y=ﬂl _ZD=_2_Z=2_Z
x—2y=-2[] -3 -3 3 -3 -3 3
Soluciones: (%, E, )\)
b) 9x + 3y + 2z=0 9 3 2
Sx— y+ z=o0f . _[3 -1 1!
8x+ py+4z=0 8 1 4
x+2y—-2z2=0 1 2 =2

3 2
Como @ -1 ID =-35%0, entonces: ran (A) = 3 = n?incognitas.
1 4

El sistema solo tiene la solucién trivial: x =0, y=0, z2=0

8 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

2x + y =2 x+ y— z= 3

a) y+3z=0 b) J2x+ y+ z=-2

2x+y+ z=2 x—-2y—-3z= 1
a)2x+y =2H(2 1 0 X 2
y+3z=00(0 1 3|-|[y|=]{0
2x+y+ z=2\2 1 1 z 2
1T —_ —_
A - X =B
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|A|=2#0 - Existe A7\ La calculamos:

a, @ Adj(A) [ (Adj ()Y [ Al = |T}|(Adj(A>)f
-2 -6 =2 -2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0] - |-1 2 0|16 2 6|13 1 =3|=4"
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1
Luego:
A-X=B - Al A X=41B -
-1 -1/2 3/2\ [2 1
-~ X=A41-B=[3 1 =3]|-|0]=|0
-1 0 1 2 0
Por tanto: x=1, y=0, z=0
b) x+ y— z= 3 1 1 -1 X 3
26+ y+ z=-2 21 1 )-|y|l=(-2
x—-2y—-3z= 1 1 -2 3 z 1
I | —_ —_
A - X = B
|A|=11#0 - Existe 47'. La calculamos:
a, [ Adj (4) L (Adj (o))" [ Al = ﬁ(AW'(A))t
-1 -7 -5 -1 7 -5 -1 5 2 1—152
S 23] - |5 23| |7 23~ |7 23| =4
2 3 -1 2 3 -1 -5 3 -1 -5 3 -1
Luego:

A X=B - Al-4-X=41-B .

. xX=al.B=_L

Por tanto: x=-1, y=2, z=-2

2x+3y=5
9 Encuentra el valor de a para que este sistema sea compatible: E x+2y=1
ax+ y=3
2x+3y=5 2 315 6 =2 3
x+2p=10 A'=|1 2. 1}, |A|=6-7a=0 - a== Dl S =1#0
ax+ y=3 a 1|3
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Si a=—=, ran (A =ran(A") - Sistema compatible.

Si a#z =, ran (A) Zran (A") - Sistema incompatible.

~ov o

Pagina 118

10 Determina si las siguientes ecuaciones tienen solucion y hallala si es posi-

s Dble:
1 0 4 1 00 -1 1 2 2 -1 0
Dx|0 1 4|=[0 10 p|3 0-1]|x={0 1 =2
-1 3 1 0 0 1 12 3 3 0 -1
2 -1 0 -1 1 2
ol 1 2(x=13 0 -1
3 0 -1 1 2 3
1 0 4 1 0 O
DX-[{0 1 4)/=({0 1 0
-1 3 1 0 0 1
I I [
A
Como |A]|=-7#0, existe A7 y la ecuacion tiene solucion.

X-A=] - X - A-A'1=71-41 L X=4"1 Hallamos 4™
1

a, O Adj(4) [ (Adj ()" [, m(Adj(A))Z
-11 4 1 -11 -4 1 -11 12 —4 . -11 12 —4
12 53 - |12 5 3] o4 5 4] - =4 5 4
-4 41 4 —4 1 1 -3 1 1 -3 1
. -11 12 —4
Portanto: X=—| 4 5 —4
1 -3 1
11 2 2 -1 0
|3 0-1]x=[0 1 =2
1 2 3 3 0 -1
N I o
A B

Como |A| =0, no existe A7'. La ecuacion no tiene solucion.

2 -1 0 11 2

olo 1 =2|x=[3 0 4

3 0 -1 1 2 3

I o I {
A B
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Como |A|=4#0, existe A7' y la ecuacion tiene solucion.

A X=B - A1 -4-X=41-B o X=A41 B Hallamos A%
a, O Adj(A) [ (Adj () s lllT|(Adj(A))’
-1 6 -3 -1 -6 -3 -1 -1 2 . -1 -1 2
1 -2 3 a—1—2—3a—6—24az—6—24=/1—1
2 4 2 2 4 2 -3 -3 2 -3 -3 2
Luego:
. -1 -1 2 -1 1 2 . 0 3 5
X = Z —6 —2 4 : 3 0 —1 = Z 4 2 2
-3 -3 2 1 2 3 41 3
Por tanto:

0 3 5 0 3/4 5/4
4 2 2]=11 12 1/2
41 3

1
X=—
4( -1 1/4 3/4
PARA RESOLVER
11

S llos valores de a que sea posible:

Calcula la matriz inversa de cada una de las siguientes matrices para aque-

a -1 3 a) (a—2 0)
a)(l a) b)(l ) 0 a
a -1 2 :
A= 1 2 - |A|=a*+1#0 para cualquier valor de a.

Luego, existe A~' para cualquier valor de a.

La calculamos:

1 . !
[, ——(A4dj (D)
|4]
1
a*+1 | _ P
a
a?+1

a, [ Adj(4) - (Adj (D)
a
(6l 1) (a —1) (d 1) a’+1
1al " \1 al] " \-1a) |
a’ +1
3 a . . o
b)A = 14l ” |A]|=2a#0 si a#0. Soloexiste A7 si a#0.

La calculamos en este caso:

ao. [

; Adj(4) [

(Adj (D)
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-1

(a 1) q(a—l) _}(a—a) - 2 2 _ 4
a 3]~ \-as 13 -1 3

2a 2a
C)A=(a62 2) - |Al=(@-2az0si az0y a#?2
Existe A~ solo cuando a#0 y a # 2. La calculamos en este caso:
a, M. Adj(A) [ (Adj (A)) [ ﬁ(Ad/(A))’
1
0
a 0 a 0 a 0 a—2 _ 4
0a-2] “\0a-2] " \0oa-2] " 0 1
a

x 1 0

12 Consideramos la matriz siguiente: A=(0 1 3
x 11

a) Halla los valores de x paralos que A tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, A™! para x = 2.
a) Existe 47! solo cuando |4]# 0.

1 0
|A|=E 1 3H=x¢0 si x#0
1 1

Luego, existe A~' para todo x # 0.

b)Para x =2, tenemos que |A|=2# 0, luego existe A~! en este caso. La cal-

culamos:

a, M. Adj(4) [ (Adj (D) M- ﬁ(Adj(A))z
-2 -6 =2 2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2

1 2 0] -[|-1 2 o] 16 2 -6 13 1 -=3|=41
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1

13 Discute los siguientes sistemas segin los valores del parametro mz:

S
x+ y+ z=m-1
2x+ y+tmz=m

x+my+ z=1

mx+y+ z=4
a) xX+ty+ zZ=m b)
xX—y+mz=2
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x+ 2y+3z=0 x+my+z=4

[ x+my+ z=0 d) x+ 3y+z=5
2x+ 3y + 4z=2 mx+ y+z=4
x+ 2z= 3
A+m)x + y+ z=1
+ + =-1
e) 3x 2§— §=_2 ) x+((1+m)y + z=m
)
xX— y+mz=-5 x+ y+Q+m)z=m
A mx+y+ z=4 m 1 1 4
x+y+ z=m[] A'=(1 1 1 m
X—y+mz=2 1 -1 m | 2
I | o
A
m= 1

-2 1=
Al =m*-1=0=—_, _ 4

eSi m=1, queda:

11 1|4\« o . ) .
a=l11 111 ‘_| Contradictorias -  Sistema incompatible.
1 -1 112

®Si m=-1, queda:

-1 1 1] 4\«
A=11 1 1]~ Contradictorias -  Sistema incompatible.
1 -1 -1 2/«

eSimzly m#z-1 - vran (A =ran (A") = n?incognitas = 3. Sistema com-
patible determinado.

b x+ y+ z=m-1 1 1 1 m—1
2x+ y+mz=m A'=12 1 m m
x+my+ z= 1 m 1 1

I |
A

_3+V9-8 _3x1__—m=1
- -2 2 T m=2

|A]=-m?+3m-2=0 -

eSi m=1, queda:
1

—

A= Contradictorias -  El sistema es incompatible.

A N

1
1
1

0
1|1
111

—

®Si m=2 queda:

1 1:1 1
A'=|2 12 | 2] Lascolumnas 12 3%y 42 son iguales.
1 2 111
11T
A
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11
Como DZ 1D =-120 - ran(A) =ran (A = 2 < n?incognitas
El sistema es compatible indeterminado.

eSimzly m#z2 - ran (A =ran (A") = n®incégnitas = 3. Sistema com-
patible determinado.

0 X+ 29+ 3z=0 1 2 3]0
x+my+ z=00 A'=|1 m 1|0
2x + 3y + 4z =2 2 3 4|2

11T
A

|A]=—2m+2=0 -~ m=1

eSi m=1, queda:

12130 L > 2 0
A=|1 1:11]0 ComoD =1y 1 0D=—2¢0,

—————————— 11

2 3 42 3 2

entonces: ran (A) = 2 # ran (A') = 3. Sistema incompatible.

eSi m#1, queda: ran (A) = ran (A") = n®incognitas = 3. Sistema compatible

determinado.

d x+my+z=4 1 m 1| 4
x+ 3y+z=5 A'=|1 3 1|5
mx+ y+ z=4 m_1 1| 4

[
A

_4+V16-12 _ 4xV4 4
m_ = =

2 __—m
2 2 T—m

Il
—_

|A]=m?-4m+3=0 o

N |+

e Si m=3, queda:

1| 4\ «
g 5 |Contradictorias - Sistema incompatible.
1

A= 1
14

OV =

eSi m=1, queda:

1 1:1 4
A'=|1 311 | 5| Lal12y la 3 fila son iguales.
1 1 1
ITTT1T1]
A

Ademis, Di ;D =2#0. Luego, ran (A) = ran (A") = 2 < n® incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

eSim#3y mz1 - ran (A = ran (A') = n®incognitas = 3. Sistema com-
patible determinado.
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e) X + 2z= 3 1 0 2 3
Sx+ y+ o z=-1 |31 i -1
y- z=- 0.2 -1} =2
xX— y+mz=-5 1 -1 m | -5
OoOOod
A
10 2 3 L 10 2 3
11 -1 23 1 1 -5 -0
|A|=@ 2 -1 —2U= : [E 2 A —2U=
1 -1 m —sH 4 -1 m-2 -8
FILAS
1 -5 -10_ 1 1 -5 -0
=H2 1 -2D=ze—z-1e Ho 9 18D=
-1 m-2 -84 s+ 0 m-7 -18
o9 184 9O  1q_ _
“[OnZ7 Sdl=180n_; 4]-189-m+D

=18=m—-2)=0 - m=-=2

0o 2
Ademés,[E 1 1D=9¢O - ran (4 =3
2 -1

eSi m=-2 - ran (A = ran (A) = n®incognitas = 3. El sistema es compa-
tible determinado.

eSi m#z-2 - ran(A) =4%ran (A) = 3. Sistema incompatible.

) A+ mx+ y+ z=1 1+m 1 1 1
x+(d+my+ z=m A'=1 1 1+m 1 m
x+ y+ (1 +mz=m? 1 1 1+m | m?
I
A
m= 0

|A| =m +3m? = m?*(m+3)=0=__, _ 3

®Si m=0, queda:

1 1 11
A'=11 1 1|0
11110

El sistema es incompatible. (La 12 ecuacién contradice las otras).

®Si m=-3, queda:

2 1:1 |1
A={1 21 -3
11 219
|
A
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Como D_12 _12D =320 - ran(4) =2

=2 1 1
Ademas, Dl -2 —SH =21#20 - ranAdH =3
1 1 9

Luego el sistema es incompatible.

eSimz0y mz-3 - ran (A =ran (A") = n?incognitas = 3. El sistema es
compatible determinado.

14 Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcion del parametro a:

2x— y+ z=0 x+y+ z=0
a)[] x+2y-3z=0 b) Jax +2z=0

3x—4y—az=0 2x —y+az=0

ax+ y— z=0 3x+3y— z=0
A x+ 2y+ z=0 d) M4x+2y—az=0

3x+ 10y +4z=0 3x+4y+6z=0
a) 2x— y+ z=0 2 -1:1

X+2y-32z=00 A=[1 2i-3

3x—4y—az=0 3 4 —qa

Como es homogéneo, sabemos que ran (4) = ran (A").
|A|=-5a-25=0 - a=-5
*Sia=-5 - Como DZ _1D=5¢o ~ ran (4) = ran (4") = 2
1 2
El sistema es compatible indeterminado.
eSi a#Z-5 - Solo tiene la solucion trivial (0, 0, 0).
by x+y+ z=0 1:1

ax +2z=0 A'=|a 0 77777 2
2x—y+az=0 2

Como es homogéneo, sabemos que ran (A) = ran (A").

1+V1+24 125 _—a=-3
) T Ty TT——a= 2

|A|=-a’*-a+6=0 - a-=

eSia=-3 o0 a=2 - Como Dl 1D=2¢0 - ran (A =ran (4") =2
0 2
El sistema es compatible indeterminado.

eSi a3y az2 - ran (A =ran(A") = 3. Solo existe la solucion trivial
(0, 0, 0.
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oax+ y— z=0 a
x+ 29+ z=0 A'=|1:2 1
3x + 10y + 4z =0 3

Como es homogéneo, sabemos que ran (A) = ran (A").

|A|=-2a-5=0 - a-=2

ve o __5 R _ o
Si a=-5 - Como DZ 1D—3¢O - ran (A =ran(4") =2
El sistema es compatible indeterminado.

eSi a* —% - ran (A) = ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial (0, 0, 0).

d)3x+3y— z=0 3 3041
dx+2y+az=0 A'=|4 2 -a
3Bx+4y+62=0 3 4 6

|A|=3a—46=0 - a=%

osia=% -~ Como Dz 2D=—6¢O - ran (A) =ran (4" =2

El sistema es compatible indeterminado.

46

eSi a# 3 - ran (A) = ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial (0, 0, 0).

15 Determina los valores de m para los cuales son incompatibles estos sistemas:

S mx—y— z=m (m+1)x+ y+ z=3
a) x—y+mz=m b) x+ 2y+mz=4
x+y+ =-1 x+my+ 2z=2
2x + y— z=m-—4
C) (m—-6)y+3z=0
(m+1)x+ 2y =3
A mMx—y— z=m m -1 -1 | m
x—y+mz=m[ A'=(1 -1 m | m
x+y+ z=-1 1 1 1 |-1
EIEIEI:II:I

Al =-m?-2m—-1=-(m+1?*=0 - m=-1

e Si m=-1, queda:

1 -1 1] 1)«
A=11 -1 -1 | -1 Contradictorias. El sistema es incompatible.
1 1 1 |1/«
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e Si m#—1, es compatible determinado, pues ran (4) = ran (A" = 3.

e Por tanto, solo es incompatible para m = —1.

by(m+Dx+ yp+ =z=3 m+1D 1 1 3

X+ 2y+mz=4[ A= 1 2 m | 4

xX+my+ 2z=72 1 m_ 2 2

Ooooooo
A

m= 0
|A|=—m3—m2+6m=—m(m—2)(m+3)=04m= 2
\m=_

e Si m=0, queda:

1 10113 L1 1 3
A'=|1 210 | 4 ComoD D=1y 2 4D=o,
——————————— 1 2
1 2 |2 0 2
A

entonces: ran (A) = ran (A") =2 - Compatible indeterminado.

e Si m=2 queda:

31 113
=
4 1 ; g ;l Contradictorias —  Sistema incompatible.

e Si m=-3, queda:

A'=[1 2 3| 4| Como Dl ZD =5y Dl 2 4D = 45,
doetd |2 1 -3 2

entonces: ran (A) =2#%ran(A) =3 - Sistema incompatible.

°Si mz0, m#z2 y m#-3 - Sistema compatible determinado, pues
ran (4) = ran (A") = 3.

Por tanto, es incompatible para m =2 y para m = 3.

19) 2x + y— z=m-4 2 1 -1 | m-4

(m—-06)y+3z=0 A= 0 m-6 3 0

(e 2 i ) |+|1| I |2| 1 |O\ 3

A

m= 5

Al =m?—2m-15-0 - m-22V4*00_2%8 M=
2 2 m

e Si m=5, queda:

2 1:-1 1 5 11

A= O—1 3 | 0]. Como DO _1D=—2¢O y -1 0D=O,
%m%m& 3 23

entonces ran (A) = ran (A") = 2; el sistema es compatible indeterminado.
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e Si m=-3, queda:

2 1i-1]-7 - 2 1 7
A'=[0 -9 3 | 0| Como DO _9D =-18 y Hf) -9 OD =72,
Hodod |3 2 2 3
A
entonces ran (A) = 2 # ran (A') = 3. El sistema es incompatible.

eSi m#*#5 y m#%-3 -

Sistema compatible determinado, pues
ran (A) = ran (4" = 3.

Por tanto, es incompatible solo para m = -3.

16 ¢Existe algiin valor de a para el cual estos sistemas tengan infinitas solucio-
S  nes?
3x—2y—3z= 2 x+ y+ z=a-1 (a+Dx+2y+z=a+3
a) [2x+ ay—5z=-4 b) J2x + y+az=a <) ax+ 'y =a
x+ y+2z= 2 xtay+ z=1 ax+3y+z=a+2
a)3x—2y-3z= 2 3 =2 3| 2
2x +ay—-5z=-4[ A'=|2 a -5 | —4
X+ y+2z= 2 1 1 2 2
Ooood
A

|A|=9a+27=0 - a=-3

*Si a=-3, queda:

3 2031 2
A'=|2 35| ~4
11 2 | 2
5 -2 2
Como Dz —SD =5y [E -3 —4H = 20, entonces:
1 2

ran (A) =2 % ran (A") =3 - El sistema es incompatible.

eSia=-3 - ran(Ad=ranA) =3 - Compatible determinado.

Por tanto, no existe ninglin valor de a para el que el sistema tenga infinitas so-
luciones.

b x+ y+ z=a-1

111 a—1
2x+ ytaz=a A'=(2 1 a a
x+ay+ z=1 1 a 1 1
1113
A

3+V9-8 _ 3+1 a=1
4| =-a?+3a-2=0 - a=—="7 - = — . >
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eSi a=1, queda:

1 1 1] 0\«
A=(2 1 1|1 Contradictorias. El sistema es incompatible.
1 1 11 1)«

eSi a=2, queda:

1 1:1 /1
A'=|2 1! 2 | 2| Las columnas 12, 32 y 42 son iguales, y D; m =-1#0;
b !
A

luego, ran (A) = ran (A") = 2. El sistema es compatible indeterminado.

eSiazly az2 - ran(A) =ran (A) =3 - Compatible determinado.

Por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones para a = 2.

O @+Dx+2y+z=a+3 a+1 2 1] a+3
ax+ y =a A'=| a 1 0 a
ax+3y+z=a+?2 a % 11 a+2

I
A

|[A|=a+1=0 - a=-1

*Si a=-1, queda:
0 20112

A'=[-1 1!0 | -1|. La primera fila es la tercera menos la segunda.
-1 3 1] 1
0

1 ?D =2#0; luego, ran (A) = ran (A") = 2.

El sistema es compatible indeterminado.

eSiaz-1 - ran(AD =ran(A) =3 - Compatible determinado.

Por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones para a = —1.

O =2 _
17 Discute y resuelve segiin los valores de m: 0omx ty=2-2m
[3 0 x+my=m-1
=92 _ O 1 2-2
x+my=m-1 Lm
A
_ /m= 1
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eSi m=1, queda:

1 1 0 . . ) )
A= (1 1 O) El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos:

x+y=0 - y=x Soluciones: x=M\ y=-\
e Si m=-1, queda:

-1 1 4 . . . . ) )
A= ( 1 1 _2) Las ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

e Simzly mz-1 - ran (A =ran (A" = n?incognitas = 2. El sistema es com-
patible determinado. Lo resolvemos:

2-2m 1

Dm—l mD _=2m*+m+1 _(2m-Dm-1 _ 2m-1
m?—1 m?—1 (m+Dlm -1 m+ 1

Dm 2-2m
)= 1 m—lD=m2+m—2=(m+2)(m—1)=WZ+2

m2—1 m?—1 (m+Dm-1 m+1
. _2m-1 _m+ 2
Solucion: x = Y=
m+1 - m+1

18 Resuelve la ecuacién A X B= C siendo:

R

O Multiplica C por A~ por la izquierday por B~ por la derecha.

AXB=C - A' A-X-B-Bl'l=41!-c-B! L X=41c B!

Calculamos A™' 'y B1(JA|=1vy |B|=1 - existen 47! y B™:

a, M. Adj(4) [ (Adj (A)) [ ﬁ(Adj(A))t
(3 4) (3 4) (3 —2) (3 —2)=A_1

2 3 7 \=2 3)] T \4 3] 7 \4 3

a, M Adj(B) [ (Adj (B)' [ |T£|(Ad/ ®B)
(2 1) (z —1) (2 —3) (2 —3)=B_1

32 7\=3 2/ 7\ 2) 7\ 2

Por tanto:

et =230 03T A G )0

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes Q
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19
S

20

2 3 11)
1 2 2 3/

O Multiplica dos veces por AL, una vez por la izquierda y otra por la derecha.

Dada A4 = ( , halla una matriz X talque 4 XA = (

Calculamos A7' (JA]=1#0 - existe A™):

1

a, 0 Adj(4) [ (Adj (A))" . m(Aclj )
I ey I ) I e B
3 2 3 2 1 2 -1 2
Por tanto:

(11 _ ot 1‘_1=(2 —3)‘(1 1)_(2 —3)=
AXA(23)*XA (23)A -1 2 2 3) \-1 2

53 E )07

Dadas las matrices:

31
-2 0 1 1 2 -9 3

= = 1 = =
471 a5 B _012) 6(34) D(—817)
halla la matriz X que verifica AB+ CX = D.
AB+CX=D - CX=D-AB - X=C'-(D-4B
e Calculamos C7'(|C|=-2#0 - existe C7:

a, @ Adj(C) - (Adj () M |17|(Adj )

G- (57 - (5 7) - (55 da)-e
2 1/ 7 \=2 1) 7 \3 1] T \32 172/

e Calculamos A4 - B:

—_

3

a2 §)~(0 ;)=(i2 o)

—

e Por tanto:

X=(3_/22 _11/2)'[(:?; 157)‘(:2 100)]=(3_/22 —11/2)'(_42 3)=(_02 1)
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1 0 2 1 0 2
21 Halla X tal que 34X = B, siendo: A=(0 1 1| B=|1 0 1
1 01 111
34X =B - X=%A*1~B
Calculamos A1 (|A|=-1#0 - existe 471):
a, M@ Adj(A) - (Adj () M ﬁ([ldj @)

1 -1 -1 1 1 -1 1 0 -2 -1 0 2
O -1 0] -0 -1 O o1 -1 -1 5 1|-1 1 1
-2 1 1 -2 -1 1 -1 0 1 1 0 -1

Por tanto:
-1 0 2 1 0 2 1 2 0 1/3 2/3 0
x=21[a 1 1] |1 0o 1l=L|1 1 0|=|1/313 0
3V1 0 <1/ \1 1 1] 3lo -1 0 -1/3 1/3
2 0 5)(x -3 4
22 Resuelvelaecuacion: |1 1 2||(y|+|1|=[-1
-11 1 z 2 1

2 0 5 X 7

1 1 =2]-{y|=|-2] Calculamos A7 (|A|=16#0 - existe A™):
-1 1 1 z -1

I —_ —_

A X = B

o, [ Adj(4) M. (Adj () - ﬁ(/ldj )
3 -1 2 301 2 3 5 -5 3 5 -5

57 2 5 7 2| 21 7 9| 2 L1 7 9]=u
-5 9 2 -5 9 2 2 2 2 1612 2 2

Por tanto:

3 5 5\ [7
A-X=B - x=alp="L11 7 9l [=2]|-=

2 =2 2 -1

==
—_—
|
—_ —_
SNIoNESN
—_
[
.
»—x’l_\»—a

x 1
Luego, (y)=(—1); esdecir: x=1, y=-1, z=1
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23 Discute y resuelve, segin los diferentes valores del parametro a, estos sis-
S temas de ecuaciones:

ax+7y+20z=1 x+y+ z=1
a) Jax+8y+23z=1 b) fax =2
x —az=1 ay+2z=0
a) ax+ 7y +20z=1 a 7 20 |1 a= 1
ax+8y+23z=10 A'=|la 8 23 | 1 Al =1-a2=0<__ _
X - az=1 1 0 —a |1
I
A

eSi a=1, queda:

1
1|. Observamos que la 12 y la 32 columna son iguales.
1

Ademas, Di gﬂ =-8%0; luego, ran (A) = ran (4" = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos. Podemos prescindir
de la 12 ecuacion:

x+8y=1-23zU
- 8y=1-23z-1-2z=-24 - =—
N _ 1+ 0 8y 3z z z y 3z

Soluciones: (1 +\, =3\, \)

*Si a=-1, queda:

1
A'=[-1 823 | 1| Como D_l § =8#0y |1 8 1)=-2#0.
; 1 0
01 1 101
o o
A

Luego, ran (A) = 2 # ran (A") = 3. El sistema es incompatible.

eSiazly az-1 - ran (A =ran (A") = n®incognitas = 3. El sistema
es compatible determinado. Lo resolvemos:

1 7 20
H1 8 zsﬂ
v = 1 0 -a _ 1-a _ 1
1—a? A-a)1+a) 1+a
a 1 20
Ha 1 23
)= L' 1 —ad _3_33 _  30-a _ 3
1— a2 1-a?2 A-a+a) 1+a
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Ha 8 1U
1 0 1L a-1 . - _ -

1-22 (Q-o+a) d-aod+a) 1+a
Solucion: x = —1 L Y= 3 , Z= -1
1+a 1+a 1+a

b x+ y+ z=1 1 1 1 1
ax =20 A'=la 0 O 2
ay+2z=0 0 a 2 0
I
A
/ﬂ =0
|4l =-aC-a)=0=—__,_,
e Si a=0, queda:
1 1 1 1
A'=[0 0 O | 2| Sistema incompatible (la 2¢ ecuacion es imposible).
00 210

eSi a=2, queda:

1 1:1 1
A'=(2 0! 0 | 2| La1?* yla 32 columna son iguales.
02 210
I
A

Ademas, Di éD =-2%#0; luego, ran (A) = ran (A" = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos. Podemos prescindir
de la 32 ecuacion:
=10 x= O
xrty+z 1|:| x=1 O Soluciones: (1, -\, \)
2x =20 y=1-x-z=-2[]

eSi az0y az2 - ran (A =ran (A") = n?incognitas = 3. El sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos:

1 1 1 1 1 1
Hz 0 0 H Ua 20 H
_=0 a 25 2-a _2 _S0 0 24 2Q-4 _ -2
—a2 - a) —-aR-a) a’ —a2 - a) -aR-a) a
1 1 1
Ha 0 2 H
0 0 — — _
= a A -a) _ 1,  Solucion: x = l, Y= —2, z=1
—a(2 — a) —a2 - a) a a

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes Q



24 Discute el siguiente sistema de ecuaciones segin los valores del parametro
S a yresuélvelo en el caso a=2:

ax +2y+6z=0
2x + ay + 4z = 2
2x+ay+6z=a-2

ax+ 2y +6z=0 a 2 6 0
2x+ ay + 4z = 2 A'=|2 a 4 2
2x+ay+6z=a-2 2 a 6|la-2
111
A
a= 2

—92_Q~=
|A|=2a>-8=0=—__,_ ,

¢ Si a=2, queda:

,,,,,,,,,,,

0
2. La 1% y la 3 fila son iguales.
0

Ademas, D; ZD Z0; luego, ran (A) = ran (A") = 2 < n? incognitas.

El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos en este caso. Podemos pres-
cindir de la 32 ecuaciéon (puesto que es igual que la 12):

2x+ 2+ 6z=0Ux+yp+32=0U y+32=—x Eﬂl 3 -
2+ 2+ 4z =20 x+y+2z=10 y+2z=1-x “1 2

—X 3 1
_Dl—x ZD_X_3 Dl 1—xD_ 1
= 1 R -1 -1

Soluciones: x=N, y=3-\, z=-1

*Si a=-2 queda:

0
2
4
26 2 60
Como |l 4D=20y 2 4 2||=-128#0, entonces ran (A) =2# ran (A" = 3.
? 2 6

El sistema es incompatible.

e Siaz2y a# -2 - ran(A) =ran(A") =3 = n®incognitas. El sistema es com-
patible determinado.
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25 Averigua los valores de o para los cuales admiten infinitas soluciones los
§ sistemas siguientes. Obtén todas las soluciones e interpreta geométricamen-
te los resultados obtenidos:

x+ y+2z=3 0 =
a)[] x+2y+az=5 b gi¥- y=1
2x+ y—3z=4

a) X+ y+2z=3 1 1 2 3
x+2y+0az=5 A'=(1 2 a |5 |[A]=0-9=0 - a=9
2x+ y—-3z=4 2 1 31 4
I
A

1 12 3 11 1 3

A=|1 2.9 5]. Como Dl ZD =1y 2 SH =0, entonces:
2 1 Tg 4 1 4
]

ran (A) = ran (A") = 2 < n? incognitas. El sistema es compatible indetermi-
nado. Lo resolvemos. Podemos prescindir de la 32 ecuacion y pasar la z al 2°

miembro:
3—-2z 1 1 3-2z
X + y=5_ZZD D5—9Z ZD |:|1 5—9ZD
0x=———79—#¥=1+5 y= ———— =2-7z
x+2y=5-9z[] 1 1

Soluciones: x=1+5\ y=2-7\, z=A
Geométricamente, son tres planos que se cortan en una recta.

°Si az9 — ran (A = ran (A") = n®incognitas = 3. El sistema es compa-
tible determinado. Lo resolvemos:

3 1 2 1 3 2

Hs 2 aﬂ Hl 5 aﬂ
4 1 3% a-9_, 2 4 B35 _ 20-18_2a-9 _,

X = N
a-9 a-9 a-9 a—-9 a-9
1 1 3
Hl 2 SH
2 1 4 0 B
z= = =0. Solucion: x=1, y=2, z=0
a-9 a-9

Geométricamente, son tres planos que se cortan en el punto (1, 2, 0).

bax- y=1 U ,_(cx —1‘ 1 )
OA4'=
x—0oy=2a-1q 1 —a | 20-1
[ |

A

a=1
|Al=—a2+1=0=_ 4 _ 4
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eSi o =1, queda:
1 -1 , . .
A= 1 1 1) Compatible indeterminado. Lo resolvemos:

x—-y=1 - x=1+y Soluciones: x=1+\, y=A\.

Geométricamente, son rectas coincidentes (se trata de la misma recta).
eSi o0 =-1, queda:
-1 11 ‘ . . , -
A= 11 3] Las ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

Geométricamente, son dos rectas paralelas.

eSiazlyaz-1 - vran (A =ran (A") = n?incognitas = 2. El sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos:

1 -1
X=D2a—1—aD= a-1  _ Q- _ -1
1- a2 d-d+0 d-01+0) 1+a
a 1
=D1 20—1D=(q_1)(2u+1)=—2d—1
Y 1— a2 Q-0 +o) a+1
-1 _ 20-1

Solucion: x =

1+a;y a+1

Geométricamente, son dos rectas que se cortan en un punto.

26 Discute la compatibilidad del siguiente sistema segiin los diversos valores de
S A yresuélvelo para A =—1 y para \ = 2:

—x + Ay + 2z=A
2x+t Ay — z=2
Ax— y+2z=A\

X+ Ay +2z=A -1 A 2
2x+Ny— z=20A4'=(2 A -1
Ax— py+2z=A

A
2

I o
A

|[A|=-3N-06A-3=-3A+1D?=0 - A=-1

eSi A =-1, queda:

-1 -1; 2 | -1
A'=|2 -1 -1 | 2| Lal?yla3?ecuacion son iguales.
-1 -1 2 | -1
I
A
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1 _1 P ~aQ e "y =
Como UZ _1D =3 #£0, entonces ran (A) =ran (A" = 2.
El sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos. Podemos prescindir de la
32 ecuacion y pasar la z al 2° miembro:

x-—y=-1-2z0 x+y=1+22

0
0 Sumando:3x=3+3z - x=1+2z
2x—y= 2+ zOQ2x—-y=2+ z[

y=1l+2z—-x=1+2z-1-2z==2

Soluciones: x=1+\, y=\, z=A

eSi A2-1 — ran (A) = ran (A") = n? incognitas = 3. El sistema es compatible
determinado. Lo resolvemos para el caso en que A = 2:

2 2 2 -1 2 2
Hz 2 —1H Hz 2 —1H
2 -1 2 -18 _ 2 2 2 2 -18 2
X=—=—— =" y=— ===
27 27 3 27 =27 3
-1 2 2
Hz 2 2H
__ =2 -1 25 18 _ 2 - 2 .2 __2
z=— = — ="+ Solucion: x==, y==—=, z==
27 =27 3 3 3 3
1 0 -1
27 Halla, en funcion de a, el rango de la matriz A =|0 a -3 | y calcula, si
S 4 1 a
existe, la matriz inversa 4! enlos casos a=1y a=-1.
1 0 -1
A=|0 a 3] - |Al=a*+4a+3=0 -
4 1 a

g —ixV16-12 _—4xV4 _ 42 __—a=-1
2 2 2 —a=-3

0 1 -1
A= olz Do _3D=—3¢o
Por tanto:
eSia=-10a=-3 - ran(4) =2
eSiat-1y az-3 - ran(4A) =3
Asi, si a=-1, como |A|=0, no existe A7

Para a=1, |A|=8%0, siexiste A7!. La calculamos en este caso:
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1

a, [ Adj(4) [, (Adj ()" . W(Adj )
4 12 4 4 12 —4 4 -1 1 4 -1 1
15 1] -1 5 | o |-z 5 3] 2 Lz 5 3|=4
1 -3 1 1 3 1 4 11 8\4 -1 1
100
Considera la matriz A=(0 1 0],
a 0 b

a) ¢Cuando el determinante de A es el seno de algiin nimero real?
b) Calcula 4! cuando exista.

c) Determina todos los pares (a, b) paralos que A coincide con su inversa.

a) |A| = b sera el seno de algin ndmero real cuando -1 < b < 1.
b) Existira A~' cuando |A|#0, es decir, cuando b # 0. La calculamos en este caso:
1

o, [ Adj(4) (M- (Adj (4))" M. m(Adj(A))l

0 -a b 0 -a b 0 0 1 0 0
b 0 {0 b 0 10 & 0o & 0 1 0
0 1 0 O 1 -a 0 1 —-a/b 0 1/b

0) ( L0 O) a=-2L L ab+va=0 - alb+1=0
0= —
b

=41

0 1 0
1 b

—a/b 0 1/b 1 I -a=0
b b

b= 1 - a0OR

2 _ 14—
S

A=A"1 cuando E. a=0yb=1 - OD
0e b=-1 y a cualquier nimero real - (a, -1)

Halla los valores del parametro ¢ para los cuales las matrices A y B no son
invertibles y calcula:

a) Alsit=1 b) B! si t=2
1 0 4 1 0 ¢
A=|10 t 4 B=(1 1 0
-1 3 t t 01
64 _ t= 2
D |A| =2+ 41220 - t=—41\/;6+48=—412\/64= 42i8<t=—6

A no es invertible para ¢ =2 ni para t=-0.
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Calculamos A™' para t=1:

1 0 4
A=|0 1 4| o |A|=—7
-1 3 1
a, O Adj () [ (Adj (D) [ lij(Adj(A))t
-11 4 1 -11 -4 1 -11 12 -4 -11 12 4
125 3] L1205 3| o |4 05 4| o L4 s 4]=an
-4 4 1 -4 -4 1 1 31 1 31
t=
b [Bl=1-r2=0<_ __
B no es invertible para t=1 ni para = -1.
Calculamos B! para 1= 2:
1 0 2
B=|1 1 0| - |B|=-3
2 01
. , ! 1 . !
o, M Adj(B) [ (Adj (B)" [, m(Ad] (B))
1 1 2 1 -1 =2 1 0 2 -1 0 2
030|030 _1[-1-32]_2L1 3 2|=p
2 2 1 2 2 1 2 0 1 3V2 0 4
1 2 A L3
Dadas las matrices A = ( 1 -1 1) y B=|A 0 donde A\ es cualquier niime-
T 0 2

ro real:
a) Encuentra los valores de A para los que AB es invertible.
b) Determina los valores de A\ paralos que BA es invertible.

c)Dados a y b, numeros reales cualesquiera, ;puede ser el siguiente siste-
ma compatible determinado?

13
(12 A _1+z)\3+2)\)
a)4 B_(l —1—1) (g (2))_(1—)\ 1

_3+V9+16 _ —3+V25

. Bl = 2)\2 _ Q= R
|A-B|=2A2+3A—2=0 A - -

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes 0
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™~

A - Bes invertible cuando \ # % y AZE=2.

b)B- A=

1 3 — A-3
)\0)-(1 2")=(>\ 2\ )\2)
0 2 1 -1-1 2 =2 -2

|B-A|=0 L B-A noes invertible.

1 2

1 —1 —1
A

El sistema es compatible indeterminado, para cualquier valor de a y b. Por tan-

to, no puede ser compatible determinado.

Dl _1 -3 o ran (A =ran (4A") = 2 < n2incognilas.

C)A’—(

Pagina 120

31 En el supuesto de que exista, calcula una matriz X tal que AX = B en los si-
S guientes casos:
2 01 11 11 2 01
a)d=|1 3 0]y B=|2 1 b)A=|2 1|y B=(1 3 0
51 3 0 3 03 513
a) |A]|=4#20 - Existe A7'. Luego:
AX=B - A'AX=4"B - X=4"''B
Calculamos A~
a, @ Adj(4) (Adj ()" . lel(Adj(A))f
9 3 -14 9 3 -14 9 1 -3 9 1 -3
ST -2 IO N R R S DT e ) s B e
3 -1 6 31 6 14 -2 6 dl4 2 6
Por tanto:
9 1 —3 1 1 11 1
y=1(3 1 2 1]=L| 21 1
4—14—26 o3/ 4\as 2

b) Para poder efectuar el producto A4 - X = B, X deberia ser (si existiera) de di-
mension 2 X 3.

SeaX=(Xy Z).
a b c
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Entonces:

11 x+a y+b z+c 2 01
AX=21(xy )= 2x+a 2y+b 2z+c|={1 30
0 3/\¢ P ¢ 3a 3b 3¢ 513
x+a=2 - ;»c=2—2=l
3 3
2x+a=1 - 2x=1—i=—£ - x=—l
3 3 3

5
3a = 5 - a=—
3
No tiene solucion. Luego no existe X tal que AX = B.
x—y+(@+Pz=a
32 Dado el sistema: S: [|x + z=f
S x - z=0-3f3

a) Demuestra que es compatible determinado para cualquier valor de o y f.

b) Resuélvelo para o = =1.

a) x—y+ (@+Pz

a 1 -1 a+pB a
X + z=p A'=(1 0 1 B
x - z=a-3B

I
A

-1 a+f 11
|A| = 0 1 D=D =2#0 - ran(A) =ran(4) =3
o 1 -1

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de o y .

b)Si a = =1, queda:

1 -1 2 1
A'=l1 0 1 1], con |A|=-2. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:
1 0 1] =2
A
1 -1 2 1 1 2
[Ll 0 1 U Hl 1 1U
_ 20—1=1=_1.y=1—2 —1=_=3
2 -2 ’ b 2 2
1 -1 1
Hl 0 1 U
= 1 0 2 =__3=2. Solucién:x=i,y=é,2’=é
> 2 2 2 2 2

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes @



x+tay+ z=a+?2
33 a) Discute, en funcion de a, el siguiente sistema: x+ y+taz=-2(a+1)
ax+ y+ z=a

b) Resuelve el sistema anterior para el caso a =-1.

a) xt+tay+ z=a+?2 1 a 1 a+2
x+ ytaz==2+DJ A'=|1 1 a | 20a+1
ax+ y+ z=a a 1 1 a

o
A

a_
|A|=a3—3a+2=(a—1)2(a+2)=0<a=_2

eSi a=1, queda:

1 1 1 3
A'=|1 1 1| —4| Elsistema es incompatible.
1 1 1 1
e Si a=-2, queda:
1 210 L 1 20
Ar=1 1;-2| 2] Como [[; [T]=3y ||1 1 2||=0,
,,,,,,,,,,,,, 1 1
-2 1 1 |2 2 1 =2
I o
A

entonces ran (A) = ran (A") = 2 < n? incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

b)Para a=-1, queda:

1 -1 1 1
A'=11 1 -1| 0 | ysabemos que |A]|=4.
-1

-1 1 1
o o
A

El sistema en este caso es compatible determinado. Lo resolvemos aplicando la
regla de Cramer:

1 -1 1 11 1
Ho 1 —1U Hl 0 —1H
O T B e N L p B |
4 4 2 4 4
1 -1 1
Hl 1 OH
Z=$=Q=O. Solucién:x=l,y=_—1,2=0
4 4 2
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CUESTIONES TEORICAS

34
S

36

37

39

En un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incégnitas, el determi-
nante de la matriz de coeficientes es igual a 0. Responde razonadamente a
las siguientes preguntas:

a) ¢Puede ser compatible?

b) ¢Puede tener solucion unica?

c) ¢Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminado si ran (4) = ran (A") < n? incognitas.

b) No, pues al ser ran (A) < n?incognitas, el sistema no puede ser compatible de-
terminado.

©) Si, si es compatible, pasando al 22 miembro las incognitas que sea necesario.

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro
ecuaciones y tres incognitas es igual a 3.

¢Qué puedes decir de su solucion? Razona tu respuesta.

Al ser el sistema homogéneo con 3 incognitas, tenemos que ran (A) = ran (A") =
= n?incognitas = 3. El sistema seria compatible determinado. Por tanto, tendria co-
mo solucion Gnica la solucion trivial (0, 0, 0).

¢Qué condicion debe cumplir una matriz cuadrada para tener inversa?

La condicion necesaria y suficiente para que una matriz, A4, cuadrada tenga inver-
sa es que su determinante sea distinto de cero, es decir, |A|# 0.

Sean A y B inversas una de otra. Si [M[]= 4, ¢cuanto vale [B[?

Si A y B son inversas una de otra, entonces A - B =1 Asi:

1 1
A-B|=|A| - |B|=|I|]=1 - |B|=-—r=—
|4 Bl= |4] - |B]= |1 B1= T = 4
El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con
tres incognitas es igual a 1. ;Qué rango, como maximo, puede tener la ma-
triz ampliada?

Como maximo, la matriz ampliada podra tener rango 2.

a a*-2

1 ) no tenga inversa?

¢Existe algin valor de a para el cual la matriz (

2 _
DT a ZD =a’—a*+2=2%#0 para cualquier valor de a.
a

Por tanto, no existe ningin valor de a para el que la matriz dada no tenga inversa.
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S

Dadas estas ecuaciones: %3 x-2y*tz= 5

02x—3y +z=—-4

a) Afiade una ecuacion para que el sistema sea incompatible.

b) Afiade una ecuaciéon para que el sistema sea compatible determinado.
Justifica en cada caso el procedimiento seguido para afadir la ecuacion.

a) Por ejemplo, 3x— 2y + z =1 contradice la 12 ecuacion; luego, si anadimos esta
ecuacion, el sistema obtenido serfa incompatible.

b) Por ejemplo, si anadimos la ecuacion y =0, como

21
[E -3 IH =— Dg 1 =-1#0, el sistema seria compatible determinado.
1 0

Representa matricialmente los sistemas:

sg 3%+ y=1  H3x+ y=0
Ollx +4y =0 Ollx + 4y =1

Resuélvelos y averigua si existe alguna relacion entre las soluciones obteni-

das y la inversa de la matriz 131 1) Justifica la relacion obtenida.
SISTEMA S SISTEMA 5’
5 3)5)-(6) 5 3)5)-(5)
11 4/\y) \o 11 4/\y 1
Calculamos la inversa de A = (151 }}) (|4 =120
a, M. Adj(4) [ (Adj (A)) [ ﬁ(Ao{j(A))t
(4 11) _'(4 —11) _'(4 —1) _)(4 —1)=A_1
1 3 -1 3 -11 3 -11 3
SOLUCION DEL SISTEMA § SOLUCION DEL SISTEMA S’
3= 366 5115 3)0)-(3)
yl \=11 3 /\o) \-11 yl \-11 3/\1) |3

Las soluciones obtenidas son cada una de las columnas de la matriz inversa. Obser-
vamos que las matrices de los términos independientes de los dos sistemas son las
columnas de la matriz identidad. Por tanto, las incégnitas que hallamos son los ele-
mentos de la matriz inversa.

Demuestra que no hay valores de m para los que el siguiente sistema no
tenga solucion:

x+ 2+ z=3

x+ 3y+2z=5
x+my+3z=7
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x+ 2+ z=3 1 2113
X+ 3y+2z=5 A'=|1 3 2|5
x+my+3z=7 1 m 3|7
1T
A

|[A|=4-m=0 - m=4

*Si m=4, queda:

1 2:11] 3
A'=|1 3:2 | 5[ La4?columna se obtiene sumando la 22 y la 32.
1 4 3
[ITTT1T1]
A

Luego, ran (A) = ran (A"). El sistema es compatible. (En este caso seria compa-

tible indeterminado, pues Di gﬂ 20 - ran (A =ran (4) = 2).

e Simz4 - ran (A) = ran (A") = n®incognitas = 3. El sistema es compatible
determinado.

Por tanto, no hay ningin valor de m para el que el sistema no tenga solucion.

43 Si el rango de la matriz de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas

S es dosy el de la matriz ampliada tres, ;qué interpretaciones geométricas po-
demos dar a ese sistema? Pon un ejemplo de un sistema de esas caracteristi-
cas y su interpretacion geométrica.

Si ran (A) = 2 # ran (A") = 3, el sistema es incompatible.
Interpretaciones geométricas posibles:

1D Dos planos paralelos y otro que los corta:

2) Tres planos que se cortan dos a dos,
pero sin ningin punto comun a los tres:

Un ejemplo de cada uno de los dos casos seria:

Dx+y+z=1 2) x+ y+z=1
x+y =2 X+ y =2
x+y+z=3 2x+ 2y +z=5
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Si dos sistemas de cuatro ecuaciones lineales con cuatro incognitas, AX=B y
AX = B/, tienen una misma matriz de coeficientes A4, ;puede ser incompatible
uno de los dos sistemas mientras que el otro es compatible y determinado?

No. Si uno de ellos es compatible determinado es porque ran (A) = ran (A") = 4.
Por tanto, si A es la misma matriz en los dos sistemas, también en el otro sera
ran (A) = 4. Luego los dos serfan compatibles determinados.

¢Puede ocurrir que un sistema de ecuaciones lineal homogéneo no tenga so-
lucién? ;Puede ocurrir que tenga infinitas soluciones? Razona las respuestas.
é

Un sistema homogéneo siempre tiene, al menos, la solucion trivial (0, 0, 0). Ade-
mas, ran (A) = ran (A"); luego siempre es compatible. Si ran (4) = n? incégnitas,
entonces solo tendria la solucion trivial; y, si ran (A) < n® incognitas, seria compati-
ble indeterminado, es decir, tendria infinitas soluciones.

El rango de la matriz de los coeficientes de un sistema de cuatro ecuaciones
con tres incognitas es 3. ;Qué rango puede tener la matriz ampliada? En ba-
se a ello, ;cuantas soluciones tendra el sistema?

La matriz ampliada, A’, podria tener rango 3 o rango 4.

e Si ran (A) = ran (A") = 3 = n?incognitas - El sistema serfa compatible deter-

minado, es decir, con una sola solucion.

eSi ran (A) =3# ran(A) =4 - Elsistema seria incompatible, sin ninguna so-
lucion.

Determina una matriz A para que el sistema homogéneo AX =0 sea equi-
valente a la ecuacion matricial:

1 =2
(xy 2|2 1|=(,0)
1 2

La ecuacion matricial dada la podemos escribir asi:

x
= o0
x+2y+ z 0D.Sillamam0sA=(1 2 1)yX=y
—2x+ y+2z=0q -2 1 2 .
entonces: AX =0
. 1 21
Por tanto, la matriz A que buscamos es A = 51 2

PARA PROFUNDIZAR

48

a) ¢Para qué valor de a este sistema es compatible determinado?

x—2y =1
y+ z= a
x —3z=-1
y— z= 2
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b) ¢Puede ser compatible indeterminado?

X =2y = 14 x-2y =1 1 -2 0 1
2) y+ z=alx -3z=-10 |10 31
X -3z=-1 y-— z=2 Sloo1 -1 2
y— z= 2 y+ z= 2 o1 1
I
A

-2 0
[ﬂ 0 _3D =120 - ran (A =3 = n®incognitas

1 -1
FILAS
120 1 N 120 1
Mmoo 31 e 2 3 2 -3 -2
4] = 1 -1 2|7 = 1 1 2/ |7|F ! 2D=“‘14=0
1 1 a 4 1 1 a L a

— 6l=14

p Ue Si a=14 — ran(A) =ran(A) =3 - Compatible determinado
or tanto, [J . .
e Si az14 - ran(A) =3 %ran (A') =4 - Incompatible

b) No, por lo que hemos visto en el apartado anterior.

49 Estudiay resuelve cuando sea posible:

x+ y +2t=3 ax +z+ t=1
a) 3x—y+ z— t=1 b) ay + z— t=1
S5x—-3y+2z—4t=a ay + z -2t =2
2x+ y+ z+ t=2 az — t=0
a x+ ) +2t=3 11 02 3
3x— y+ z-t=10 (3 -1 1-1 ] 1
Sx—=3y+2z—4t=a 21 1:1 2
2x+ y+ z+ t=2 5-3 2 —4 | a
I
A
1 0
1Al=0y [b -1 1[=—3¢o ~ ran (A =3
1 1

(La 42 columna depende linealmente de las tres primeras).

11 0 3 L0 1 1 [o] 3
1011 5 3 2101 1 113
El 1 2D=3a_ze Dlz 0 1ﬂ=&12 1D=
3 2 a 43 _2 .08 l1 1 10la= 1 -1 a-2
FILAS
12 1 3
2418 [% 3 4 D=3(a+1)=0 S oa=-1
30+ 12 0 a+1

Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes @



Unidad 4. Resolucién de sistemas mediante determinantes

°Si a=-1 - ran (A =ran (A4) = 3 < n?incognitas. El sistema es compa-
tible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 42 ecuacion y pa-
sarla ¢ al 2° miembro:

x+y =3-2
x—-y+z=1+ 1
2x+y+z=2—-1

3-2t 1 O 1 3-2t 0
1+1 -1 1 Hg 1+ 1
_W2—-r 1 14 2t—5 52t Hl 22—t 1L 4y 4 44t
x = - - L= - -
-3 =3 3 -3 -3 3
1 1 3-2¢
3 -1 1+¢
L2 1 2215 8-5t_8+5¢
-3 -3 3
Soluciones: x = 5_32)\, y= 4_34)\, z=_8;5}\, r=A\

eSiaz-1 - ran(A) =3 % ran (A) = 4. El sistema es incompatible.

b) ax + z+ t=1 a 0 1 1 1
ay+ z— t=1 A= 0 a 1 -1 1
ay+ z—2t=2 0a 1 2|2
az— t=0 00 a -1 0
0
A
a o0 1 1 FILAS
4 1 -1 1 -1 12 a 1 -1
|4l = a 1 _2U=a[E 1 —2U= 21 a[O 0 —1]=
0 a -1 a -1 3¢ 0 a -1

=aﬂg ;D=a~a2=a3=0 - a=0

eSi a=0, queda:

00 1 1 1
,_ 0O 0 1 -1 1 o z=10 ‘
A 00 1 -2 o o 2= ZE Incompatible
00 0 -1 0] - t=0

eSi az0 - ran (A) =ran (A") = n?incognitas = 4. El sistema es compati-
ble determinado. Lo resolvemos:

1

-1
-2
-1

a’ a’ a

A = = =

Lol
SR

_QRa+Da _2a+1
2

@



=
O N = =

a 1
y = -4a _ 1
a’ a’  a?
a 0 1 1
a 1 -1
a 2 =2
> = =4 _ 1
6l3 a3 a
a O 1 1
a 1 1
a 1 2
0O a O _ 3
1= =i=_1
ad a’
Soluciones: x = 26“'1, y=i, Z=i, t=-1
aZ 612 a

530 Discute los siguientes sistemas segiin los valores de los parametros que con-
tienen:

H Xx—y+ z=2 x+ y+ z=a-1
a) [2x+3y— 2z=-8 b) (2x+ y+az=a

N4x+ y+az=>b x+tay+ z=b

Hx—3y+z=a ax+ y—z=b-1
o[« —-z=b d2x+ay =b+1

0x tz=c —x +z=>b
A x— y+ z= 2 1 -1 1 2

2x+3y-2z=-8] A'=|2 3 2 | -8

4x+ y+az=>b 4 1 a b

) I
A

|A|=5a=0 - a=0

*Si a=0, queda:

1 -1 1 2 1 -1 -1 2
A=12 3 2| 8], 3D=5¢o;ﬁ 3 —8D=5b+2o=o - b=—
4 1 0 b 1 b
I
A

eSia=0y b=—4 - ran (A =ran (A") = 2 < n?incognitas. El sistema es
compatible indeterminado.

°Si a=0y bt—4 - ran(A) =2 % ran (4') = 3. El sistema es incompa-
tible.
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eSi az0 - ran (A = ran (A") = n?incognitas = 3. El sistema es compati-
ble determinado, cualquiera que sea el valor de b.

b) x+ y+ z=a -1 11 1]a-1
2x+ ytaz=a A'=12 1 a a
x+tay+ z=> 1 a 1 b

o o
A
/ﬂ=

Al =~a-Da-2=0=—_  _,

eSi a=1, queda:

1 1 1 0\«
A'=12 1 1 1 Contradictorias, a no ser que b = 0.
1 1 1 b|

—Sia=1y bz0 - Sistema incompatible.

—Sia=1y b=0, queda:

1|. La primera fila y la tercera son iguales.

; m 20 - ran (A) = ran (A)) = 2 < n?incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.
e Si a=2, queda:

2 La primera y la tercera columnas son iguales.

Dé 1D¢0 - ran (A) =2

1 1
[E 1 2D=—(b—1)=0 S ob=1
2 b

—Sia=2y bzl - ran(A) =2#ran(4A) =3 - Sistema incom-
patible.

—Sia=2y b=1 - ran(A =ran (A) =2 < n?incognitas — El sis-
tema es compatible indeterminado.

—Sia#zly az2 - ran(A) =ran(A) =3 =nincognitas — El sis-
tema es compatible determinado para cualquier valor de b.
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O x-3y+z=a 1 -3 1 a
X —z=b[] A'=(1 0 1| b
X +z=cC 1 0 1 c

I
A

|[A|=06#0 - ran (A = ran (A") = n®incognitas — El sistema es compati-
ble determinado para cualquier valor de a, b y c.

dDax+ y—-z=>b-1 a 1 -1| b-1
2x + ay =b+1[] A'=(2 a 0 | b+1
- +z=0> -1 0 1 b

Ooood
A
) _ /ﬂ=—1
|Al=a*~a-2=0=__,_ ,
e Si a=-1, queda:
11 -1 | b-1
A= 2—1 0 b+1
-1 0 1 b
-1 1
) _1D¢O - ran (A) =2

101 bh-1
Dz . b+1D=—3b=O o bh=0
10 b

—Sia=-1y bz0 - ran (A =2 % ran (4) =3 - Sistema in-
compatible.

—Sia=-1y b=0 - ran (A =ran (A) = 2 < n?incégnitas - El
sistema es compatible indeterminado.

e Si a=2, queda:

Dz 1D¢o -~ ran (A) =2

1 b—-1
Dz 2 b+1D=3b—5=0 L ob=1
10 b

—Sia=2y bzl - ran(A) =2#ran(A) =3 - Sistema incom-
patible.
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—Sia=2y b=1 - ran(A) =ran (4A") = 2 < n?incognitas — El sis-
tema es compatible indeterminado.

—Siaz-1y a*2 - ran (A =ran (A) =3 = n?incognitas — El
sistema es compatible determinado para cualquier valor de b.

51 Calcula los valores de a y b para los cuales este sistema tiene infinitas so-
luciones. Resuélvelo para esos valores:

ax+ y+ z=1 ax+ y+z=4
aA)[ x+ay+ z=b b)) x+ y+z=-b
x+ yt+taz=1 x—ay+z=>b

a=1
Al =ad=3a+2=(a-D*@+2=0=_ __,

eSi a=1, queda:

1111
A'=11 1 1|5
1 1 1101
-
A

—Sia=1y b=1 - ranA =ran(A) =1 - Compatible indeter-
minado.

x+y+z=1 - x=1-y—=z Soluciones: x=1-A—; y=A; z=H
—Sia=1y bzl - Incompatible.

®Si a=-2 queda:

2 1:1 |1
A=|1 2.1 b

1 1 2|1

(|

A

S 2 1 1

=3 o ran(A) =2 1 2 b|=3b+6=0 - b=-2
12 1 1 1

—Sia=-2y b=-2 - ran(A =ran(A) =2 - Compatible inde-
terminado.

—2x+ y= 1—z%
X—-2y=-2-z[]
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1-z 1 -2 1-z
D—Z—Z —2D_3Z Dl —Z—ZD=32+3=3(2+1)=1+
3 3 3 3 3

z
Soluciones: x =\, y=1+A, z=2A

—Sia=-=2y bZ-2 - ran(A) =2#%ran(A) =3 - Incompatible.

—Siazly az-2 - ran (A #ran (A") = n?incégnitas = 3. El sis-
tema es compatible determinado.

b ax+ y+ z=4 a 1 1| 4
x+ y+ z==b[] A'=(1 1 1| -b
x—ay+ z=2>b 1—-a 1| b

I
A

a=-1
|Al=@+D@-D=0<___

eSi a=-1, queda:

-11 1] 4
A'= i i 1 _bb H| Contradictorias a no ser que b=-b - b=0

—Sia=-1y b#0 - Sistema incompatible.

—Si a=-1y b=0, queda:

-1 11| 4
A=[1 11 0| La 22y 3* filas son iguales.
1 1 1 0

—1 1
1 1D 20 - ran (A =ran(A) =2 < n?incégnitas — Sistema

compatible indeterminado.

—x+y+z=4% xX+y=4-z
x+y+z=00 x+y=-z
Sumando las dos ecuaciones:

Oy=2_—
2y=4-2z o 0” 2-z
Ox=——z—-y=—2—-2+z=-2

Soluciones: x=-2, y=2-\, z=A

eSi a=1, queda:

11 1] 4\« o _ _
a=11 11 = ‘_| Contradictorias, a no ser que -b=4 - b=-4
1 -1 1 b
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—Sia=1vy b#-4 - Sistema incompatible.

—Si a=1vy b=-4, queda:

1 1 1 4
A'=11 1.1 4 | La primera y segunda filas son iguales.
11014

Di _11D £0 - ran(A) =ran(A) =2 < n®incognitas — Sistema
compatible indeterminado.

x+y+z=4% x+y= 4-=z
X—y+z=-4] x—-y=-4-z
Sumando las dos ecuaciones:

Oy = —
2Xx=—-2z - Dx <

Oy=4-z-x=4—-z+z=4

Soluciones: x=-N, y=4, z=A\

eSiaz-1y azl - ran(A =ran (A) = n®incégnitas — Sistema com-
patible determinado para cualquier valor de b.

52 Discute en funcionde A y L
S

3x+(A+Dy+2z=pu-1

A+Dx+ 3y+Az=1
Ax + 2y+ Az =2

Ax+A+Dy+2z=p-1

3 A+1 2 n-1
Ax + 2y + Az =2

A+ Dx + 3py+Az=1 &

A+1 3 A 1)

O

A
A= 2
|A|=A2-d4=0=_

— =2

e Si A =2 queda:

,,,,,,,,,,,

1

3 2 2
D =2%20 - mn(A)=2;E 2 1D=—2p+4=0 S ou=2
2 2 5

2
—Si A=2y u=2 - ran(A = ran (A") = 2. Compatible indetermi-
nado.

—Si A=2y uz2 = ran(A) =2 % ran (A" = 3. Incompatible.
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e Si A =-2 queda:

Al_
2
OooOoOod
A
s -1 3 1
1 =8#0 - ranA=2 |[|3 -1 u-1|=—4u-8=0 - p=-2
5 -1 2 2 2

—Si A==2y u==2 o ran(A) = ran (A") = 2. Compatible indeter-
minado.

—Si A==2y U£t-2 - ran(A) =2 % ran (A) = 3. Incompatible.

e SiAN22 y A£2-2 — ran (A =ran (A") = 3. Compatible determinado, cual-
quiera que sea el valor de .

PARA PENSAR UN POCO MAS

2-10
3 0 4

53 Dadala matriz: A = (a ij) =
21 1

a) Halla la matriz (4 y) formada por los adjuntos de los elementos de A.

b) Calcula A= Da,0y DAij[l y halla una relaciéon entre ellos.

a) (Al) = [/
i 4 -8 3 i

4 5 3
1 2 4 b |A4] = |a,| =-13

|4, =169 = (-13)* = |4

54 En general, ;qué relacion existe entre el determinante de una matriz A, de
orden 3 x 3, y el determinante de la matriz formada por sus adjuntos? Para
demostrarlo, ten en cuenta que: [4 - B[] = [A[]- B0 y la expresiéon de A47L

e Sabemos que el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta:

|Az_'j = |A]’z’|'

e Por otra parte, tenemos que (suponemos que existe A~1):

1

- _ 1) 1 -
Al=——U) - A =|—| |4,]=——" |4,]=147"
sy < 1 ()1 L 14y1= 14
e También sabemos que:
1

A-A7r=1 o JA|- AN =]1l=1 - |4l =—
|4]
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e Uniendo las dos igualdades obtenidas, tenemos que:

'|A

= 2
|A] |AP ljl - |A1]| |A]* (4 de orden 3 x 3)

Si A es una matriz cuadrada n X n, da el valor de DAijD en funcion de [JA[L

Con el mismo razonamiento que hemos seguido en el ejercicio anterior, llegamos a
que si A esn X n:

. 1
|A7t] = W |A,;/|
- |A,l=14a]"1
ij
47 =

I o o



VECTORES EN EL ESPACIO

Pagina 130
Problema 1

B Halla el area de este paralelogramo en funcion del angulo o:

Area = 8 - 5 sen o = 40 sen 0. cm?

8 cm

B Halla el area de este triangulo en funcion del angulo f:

Area tridngulo = absenB o

Pagina 131
Problema 2

E Halla el volumen de este paralelepipe-
do en funcion de o yde f3.

Area base = 40 sen o
Altura = 10 cos B

Volumen = 400 sen o cos B cm3

Unidad 5. Vectores en el espacio




B (;Cual sera el volumen de un paralelepi-
pedo de aristas a, b, ¢, tal que las dos
aristas de la base formen entre si un
angulo 0, y las aristas laterales formen
un angulo 3 con la perpendicular?

Volumen = a b ¢ sen o. cos 3

Problema 3

H Halla la diagonal de un
ortoedro cuyas dimensio-
nesson: c=3cm, b=4cm
y a=12 cm.

Diagonal = V32 + 4% + 122 =

=169 =13 cm

B Escribe la expresion general de la diagonal de un ortoedro de aristas a, b y c.

En general: Diagonal = Va? + b* + ¢?
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1. La propiedad a- (b - 7) =(a-b)- v relaciona el producto de niimeros por vec-
tores con el producto entre nimeros.

a) De los cuatro productos que aparecen, ¢cuiles son del primer tipo y cuiles
del segundo?

b) Interpreta dicha propiedad para a=3,b=-2 y v un vector cualquiera re-
presentado sobre el papel.

B - - -
a) Producto de nimeros por vectores: b-v; (a-b) v, a-(b-v)

Producto entre nimeros: a - b

Unidad 5. Vectores en el espacio



Da-(b-v)=3-(=2v)

(@ b)-v=-6v

} 3. (=2v) = -6V

2. La propiedad (a + b) - V=a-v+b -V relaciona la suma de nimeros con la su-

ma de vectores.

a) De las dos sumas que aparecen, ¢cual es de cada tipo?

b) Interpreta dicha propiedad para a=3,b=5 vy vV un vector cualquiera

representado sobre el papel.

a) Suma de numeros: a + b

- o
Suma de vectores: av + bv

b (@a+b) -V =8v

- - -
8v =3v+5v
av+bv=3v + 57}
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1.

Si 3(—3, 5, 1), v (7, 4,-2), halla las coordenadas:
a) 2u b) OV o) —u
dD2u+v du-v f)5u-3v
D2U=2"(=3,5 1 = (=6, 10, 2)

b0 -v=(0,0,0

O —u=—=3,51 =35 -1)

D20 +V =2(=3,5 1)+ (7,4, -2) =1, 14, 0)
QU-V=(=351-(7, 4 -2 =(-10, 1,3)

H 5U—3v=5(3,5, 1) =37, 4, -2) = (=36, 13, 11)

b, ¢ para que se cumpla: ax + by + cz=w

a(l,-5,2) + b3, 4, -1 + c(6, 3, -5) = (24, =26, —6)
(a +3b+ 6¢c,5a + 4b + 3¢, 2a — b — 5¢) = (24, —26, —6)

Unidad 5. Vectores en el espacio

. Sean los vectores 2(1, -5, 2), ? 3, 4,-1), ?(6, 3, -5), 7&7(24, —26,—-6). Halla a,
- = - 5

©



a+3b+6¢c= 24 1 3 6
—Sa+ 4b+ 3¢ = =26 S 4 3 |=-92
2a— b-5¢c= -6 2 -1 -5
24 3 6 1 24 6
26 4 3 -5 =26 3
g1 0 LSS5, 12 6 ST _1si
92 92 -92 -92
1 3 24
-5 4 =26
oo 2 -1 -6 =—368=4
-92 -92

Solucion: a=6, b=-2, ¢c=4, es decir, 6% — 237+ 47 = w.
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1

. Dados los vectores u 5,1, 2), 7(—1, 2,-2), calcula:

au-v b |ul y |v] O, v)

d) Proy. de u sobre v Yy proy. de v sobre u.
e) ¢Cuanto ha de valer x para que el vector (7, 2, x) sea perpendicular a u?
DU-V=-5-2-4=-11
b) [u] =V25+ 1+ 4 =30 =548
VI =V1+4+4=9=3

0.7 PO
S5 S u-v 11 S5 S
o) COS(U,V)=W= \/570 B = 0,669 — (u,v)=132°1 26"
u| |v .
Qv
d) Proy. de U sobre V= H = % =-367

. . - S - .
Significa que el vector proyeccion de u en la direccion de v tiene médulo 3,67 y
. . -
sentido contrario al de v.

Proy. de v sobre u = = — =-2,008

(5, -1,2) (7,2, =35-2+2x=33+2x=0 — x=_2—3

. Obtén tres vectores perpendiculares a v que no sean paralelos entre si: v G,2,7)

Un vector, G)(x, ¥, 2), es perpendicular a 7(3, 2,7) si: u-v= 3x+2y+7z=0

Por ejemplo: (0, =7, 2); (=7, 0, 3); (=2, 3, 0)
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3. Halla un vector que sea perpendicular a los dos vectores dados:
u(s,-1,2) V(1,2,-2)

- . -

Queremos hallar las coordenadas de un vector w(x, y, 2) que sea perpendicular a u
-
ya v

wlu = B5,-1,2) - (x,,2)=5x—-py+2z=0
wlv = (-1,2,-2) - (x,y,2) =—=x+2y—22=0
Este sistema tiene infinitas soluciones proporcionales. Una de ellas es x=-2, y=8, z=09.

Es decir, el vector buscado puede ser (-2, 8, 9) o cualquier otro paralelo a €l.
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1. Halla el producto vectorial de 1_1)(3, 7,-6) y 7(4, 1, -2).

- -
uxvs=

X (3, 7, -6) x (4, 1, =2) = (-8, -18, —25)

2. Halla un vector perpendicular a u (3,7,-6) ya 7(4, 1,-2).

UX V= (3, 7, =6) x (4, 1, =2) = (=8, =18, —25) o cualquier vector proporcional a él.

3. Halla el area del triangulo determinado por los vectores: u G,7,-60) vy v (4,1,-2)

Area del paralelogramo determinado por u y V-

|UxV]= |3, 7,-6) x4 1,-2)| = |(-8,-18,-25)| =

=82+ 182+ 252 = 1013

V1013
2

Area del tridngulo = ~ 15,91 u?

Pagina 143

1. Halla el volumen del paralelepipedo definido por u(3,-5,1), v(7,4,2) y w(0,6,1)

3 51
[U, v, wl=|7 4 2|=53 — Volumen =53 u3
0 6 1

2. Halla el valor de x para que los vectores 1—1)(3, -5, 1), 7(7, 4,2) y 7(1, 14, x)
sean coplanarios (es decir, que el volumen del paralelepipedo determinado
por ellos sea cero).

3 51
7 4 2|=47x=0 — x=0
1 14 x
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Dependencia linedl
1 Dados los vectores u(3, 3, 2), v(5,-2, 1), w(1,-1, 0):
a) Halla los vectores u-2v+ 37&7, —2u+ V—4w.
b) Calcula a y b tales que U=av+bw.
D U-2V+3wW=(3,32-205-2D+31,-1,0 = (-4 4,0
20+ V=AW =-23,3,2) +(5,-2, D - 4(1, -1, 0) = (-5, 4, -3)

b)(@3,3, 2 =a,-2, D+ b,-1,0) =Ga+ b, 2a—- b, a)

3= 5a+b| b=-7 N
3=2a-by b=-7 Solucion: a=2, b=-7, esdecir: u=2v-7w.
2= a a= 2

2 Comprueba que no es posible expresar el vector 3(3, -1, 0) como combi-
nacig)n%lineaﬁl de u(1,2,-1) y v(2,-3,5). ¢Son linealmente independien-
tes x,uy v?

X=au+bv - (3,-1,0=a(l,2,-D+b(2 3,5
3= a+2b 1 2 3
-1=2a-3b y A'=| 2 -3 -1|Como |A'|=28+0, elsistema es incompatible.
=—a+5b -1 5 0

. - . . . - -
Luego no es posible expresar X como combinacion lineal de u y v.

Como ran (A') = 3, los tres vectores son linealmente independientes.

3 ;Cuales de los siguientes vectores tienen la misma direccion?

2(1,-3,2) b(2,0,1) <©(2,6,-4 d(5-1510) €(10,-30,5)

- = = :
a, ¢y d, pues sus coordenadas son proporcionales.

4 Comprueba que cualquiera de los vectores 2_1)(1, 2, 3), 5)(2, 1, 3), g(l, 0,1)
puede expresarse como C.L. de los otros dos.

a=aB+yc — (1,23 =x2 1,3 + 1,0, 1

L=2xt+y =3 - - -
2= x x= 2 ¢ Portanto: a=2b-3c¢
3=3x+y | y=-3
De aqui, también obtenemos que: B=%;+%a ?=%Z+%B
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5 Halla, en cada caso, todos los valores de m, n y p tales que mu+nv+ p?v = 0:
a) l—i(S, 0, 1), 7(1, _19 0)’ ;)V(l, 09 ]-)
b) ﬁ)(ly _1a 0)9 7(1a 1, l)a %(29 0, 1)

aym@3,0, D +n(,-1,0 + p, 0, D = (0,0, 0)

3m+n+p=0 3 1 1
-n =0, A=10 -1 O
m  +p=0 1 0 1
Como |A|=-2#0, la tnica solucion del sistema es: m =0, n=0, p=0

- - - . . .
(Luego u, v y w son linealmente independientes).

b) m(1, -1, 0) + n(1, 1, 1) + p(2, 0, 1) = (0, 0, 0)

m+mn+2p=0 1 1 2
-m+n =0 A=[-1 1:0
n+ p=0 0 11
-1 1
|[A|=0 vy 0 1 =-1#0; luego ran (A) = 2.

Resolvemos el sistema:

-m + n =O} m= n

} Soluciones: m=A, n=X\ p=->A
n+p=0 =-n

6 Estudia la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjuntos
g de vectores:

a) a(19 2, l)a 7(_17 0’ 3)’ ;)V(l, 27 _1)
b) a(1, 2,3), b(1, 4, 11), c(1,1,-1), d(0, 1, 4)
A u(1,1,0), v(1,0, 1, w(,2,3)

1 2 1
a|-1 0 3 |=-4#0. Luego ﬁ), 7, W son linealmente independientes.
1 2 -1

b) Al ser cuatro vectores en IR3, son linealmente dependientes.

<)

- o5 o . .
= 0. Portanto, u, v, w son linealmente dependientes.

1
1
5

N O =

0
1
3

7 Determina k para que los siguientes conjuntos de vectores sean linealmen-
§ te dependientes:

a) u(k, -3, 2), v(2, 3, k), w(4, 6, —4)
b) U@, 2,5), V(2,4 7), w(l,-1, k)
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k -3 2
2 3 Rk
4 6 —4

a) = —6k% — 24k — 24 = —6(k%> + 4k + 4) = —6(k+2)2=0 — k=-2

Si k=-2, los vectores son linealmente dependientes.

3 2 5 5
b2 4 7|=8k+5=0 — k=12
1 -1 k 8

Si k= _—85, los vectores son linealmente dependientes.

8 ¢Cudles de los siguientes conjuntos de vectores son una base?

S
A=1{1,2,1), (1,0, 1), (2, 2, 2)}
B= {(la 1, l)a (1’ 0, 1)’ (1’ 1, 0)’ (0, Oal)}
C= {(_39 29 1)9 (19 2’ _1)9 (1’ 07 1)}
A=1{1,2,D, (1,0, D, (2, 2, 2)}
Como (2,2,2)=(1,2, D+ (1,0, 1), los vectores son linealmente dependien-
tes. Por tanto, no son una base.
B={1,1,1, (1,0, D, (1, 1,0, (0,0, D}
Al ser cuatro vectores en IR3, son dependientes, luego no son una base.
C=1=3,2,D, (14, 2,-D, (1,0, D}
-3 2 1
1 2 -1|=-12#0 — Los vectores son linealmente independientes.
1 0 1
Un conjunto de tres vectores de IR3, linealmente independientes, son una base de IR3.
9  iPara qué valores de a el conjunto de vectores S={(1,1, 1), (a, 1, 1), (1, a, 0)}
S esuna base?
Como son tres vectores de IR3, formaran base cuando sean linealmente indepen-
dientes:
1 1 1
5 _ _ _— a=0
1 1l|=a*-a=aa-D=0<____,
1 a O

Por tanto, S es una base cuando a#0 y a# 1.

Producto escalar
10 En una base ortonormal tenemos Z(l, 2,2) y b (-4, 5, —3). Calcula:

N
a) a- f)) b) |Z| y |f)) | ) (2_1) s f;) d) La proyeccion de f)) sobre a.
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Da-b=(1,22 (45 -3)=-4+10-6=0

b 2] =v12+22+22 =9 =3

51 = V=Z+ 52+ (=3)% = V50 = 5V2 = 7,07
N L
¢)Como a-b=0 — (a, b)=90°
2B

||

d) Proyecccion de b sobre a = 0

5
11 Dados los vectores: a=1i+ m7+ ky b=-21+ 4T+ mXK, halla m para que
los vectores a y b sean:

a) Paralelos. b) Ortogonales.

201, m, 1) B2, 4, m)

- = 2
b)a-b=0A,m 1) (2,4, m)==22+4m+m=5m-2=0 — m=§

12 Halla la proyeccion del vector u (3, 1, 2) sobre el vector v a, -1, 2).

- -
u-v -
Proyeccion de U sobre V= = S-1+4 -0 . V6 ~ 2,45

IVl N1z+cnz+22 6

13 :Son Z(l, 2,3) y T;(Z, -2, 1) ortogonales? Si no lo son, halla el angulo que
forman.

2-b= (1,2,3)-2,-2,1)=2-4+3=1#20 — mno son ortogonales.

Si llamamos o al dngulo que forman, entonces:
- o

a-b 1

171 1Bl V149

cos o =

= 0,089 — o =84°53 20"

14 Calcula m para que el vector a (1, 3, m) sea ortogonal al vector B) a,-2, 3).

-

d - = 5
alb — a-b=Q,3,m-1A,-2,3)=1-6+3m=3m—-5=0 — m=§

15 Comprueba que el vector u (1/2,1/2,0) no es um;)tario y da las coordenadas
de un vector unitario de la misma direcciéon que u.

2 2 1
|u| =\/(l) + (%) +02="\5 = L — U no es unitario.

#1
2 V2
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Un vector unitario de la misma direccion que u  seria:

N

u (N2 N2 . . \l N2
—- =|——, —, 0|. También podria ser (-——, ——, 0].
| ] 27 2 2

Producto vectorial

16 Dados u=2i-j+ Ky v=—i+3j+2K, comprueba que los vectores ux v
y VXU son opuestos, y halla su médulo.

T2, -1, 1) v(-1,3,2)
UXV=(=5-505); vxu=(55-5=-uxv
|ux V| =VE)2+ (52 +52 = V325 = 5V3 = 8,66

17 Halla el area del paralelogramo que forman los vectores a (7,-1,2) y b @, 4,-2).

Area = |axB|= |(=6, 16,29)| = V(=6)2 + 162 + 292 = V1133 = 33,66 u?

18 Halla un vector perpendicular a u (2,3,1) ya v (-1, 3, 0) y que sea unitario.
UxVv=(=3-1,9)

| uxV|= V)2 + D2+ 9% = Vo1

Luego el vector que buscamos es: - , -1 , 2
Vo1 Vo1~ Vo1

19 Halla un vector ortogonal a ﬁ(l, -1,0) y 7(2, 0, 1) y cuyo médulo sea V24 .

Vi N6 _ V24
2

=(1,-1,2) - |uxv|=16= :

El vector que buscamos serd: 2(-1, -1, 2) = (=2, -2, 4)

Producto mixto

20 Halla [3, 7, w] en los siguientes casos:
a)u(,-3,2), v(1,0,-1), w(2, 3, 0)
P u@, 2,1, v(1,-2,0), w(-4,1,1)
Au(,2,-1), v@3,0,2), w(-1,4,—4)

- - = =2
au v,wl=|1 0 -1|=15
2 3 0
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- - = 3 2 1 - - L2 -1
b)lu, v,wl=|1 -2 0| =-15 o [u, v, wl 3 0 2|=0
-4 1 1 -1 4 -4
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21 Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por u(,?2,3), v(-2,1,0)
e
§ YyWwW=uxv.

W= uxv=(,23 X (2,1,0 =(3,-6,5)
1 2 3

[u,v,wl=|2 1 =70 — Volumen = 70 u?
-3 6 5

22 Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por a(3, -1, 1), b a,7,2)

yc(21—4)

I E S

[4,b,cl=|1 7 2|=-111 — Volumen=111u3
2 1 -4

23 cCalcula el valor de m para que 3(2, -3, 1), ;r)(l, m,3)y ;)V(—4, 5,—-1) sean
S coplanarios.

31
U,v,wi=|1 m 3|=2m+8=0 —> m=-4
4 5 -1

PARA RESOLVER

24 Prueba que los vectores (1, a, b), (0, 1, ¢), (0, 0, 1), son linealmente inde-
S pendientes cualesquiera que sean a,b y c.

1 a b
0 1 =1#0 para cualquier valor de a, b, c¢. Por tanto, son linealmente
0 0 1 independientes.

l

25 Dados los vectores a(l 2,-1) y b(1, 3, 0), comprueba que el vector ax b

es perpendicular a a+b va a—b.

Aaxb=G,-1, 1

a+D=(@25-D

a-b=(0,-1,-D
@xB-@+B=0G,-1,1D-@2,5-D=6-5-1=0
@AxB)-@=-D) =G, -1, 1D-@0,-1,-D=1-1=0
Por tanto, axD es perpendicular a a+b ya a-b.
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26 a) Comprueba que el paralelogramo determinado por los vectores u 3,-2,1)
y v(4,3,-6) esun rectangulo.

b) Halla su area multiplicando la basg por la altura y comprueba que obtie-
nes el mismo resultado si hallas |ux v|.

DU V=032 143 -6=12-6-6=0. Luego u y v son perpendicula-
res, y el paralelogramo es un rectingulo.
-
b)Base = | u| = V14

Area = V854 = 29,22 u?
Altura = | V| = V61

Por otra parte:

|Ux V|=]09, 22 17)| = V854 = 29,22 u?

27 Dado el vector ?(—2, 2,—4), halla las coordenadas de los siguientes vectores:
a) Unitarios y de la misma direccion que v.

b) Paralelos a v y de médulo 6.

| V] = V22 + 22+ (2% = V24 =26
o2, 2, L)ool L 2)o (o N0 o) (N6 e
Vo' 2V6" 2v6! W6 V6 6 6

28 Halla un vector ortogonal a u 2,3,-1) ya 7(1, 4, 2) cuya tercera compo-
nente sea 1.

Uxv=(10,-55 // 2,-1,1

El vector que buscamos es (2, -1, 1.

29 Dados los vectores 31 (2,0, 0), ﬁ)z o, 1, -3), 1_1>3 = al_fl + b1_1>2, ¢qué relacion
s deben cumplir a y b para que ﬁS sea ortogonal al vector Vv (1, 1, 1)?

T‘)s =a(2,0,0) + b, 1, -3) = Q2a, b, -3b)
Para que fl)a sea perpendicular a vV ha de ser:

Uy V=Qa, b, 30 - (1,1, D) =2a+b-3b=2a-2b=0, esdecit, a=b.

30 galcula las coordenad:is g)e _un vector u que sea ortogonal a v 1,2,3) y
S w(@,-1,1) ytal que [u, v,w]=19.

VX w=(52 -3)

Un vector ortogonal a v y a W es de la forma 5k, 2k, —3k).
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31

32
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Lo |5k 2k 3k 5 2 -3 .
[v,wl=|1 2 3 |=k|l 2 3|=k38-19 - k-—
1 -1 1 1 -1 1

Por tanto: 1_;(2, 1, _—3)
2 2

Dados los vectores 5)(1, -2, 3), l—;(?,, 1, 1), E)(—Z, 0, 1), comprueba que:
::1)5>><(l—)>+E>)=5>><l_)>+5>><5>

b)(@xb)xc#ax(bxc)

Dax(b+)=(,-23x(1,1,2=(7,1,3)
AXDB+ax C=(587+(2 -7, -4 =(7,1,3)

D) (Ax B)x ¢ =(=5,8,7)x(=2,0,1) = (8, -9, 16)
ax (b x<)=0,-23)x,-5 2 =1, 1,-3)

a) Obtén A para que los siguientes vectores sean linealmente dependientes:

1_;1 = (3’ 2a 5)’ 32 = (29 4a 7)a 33 = (1, _3’ 7\')

b) I_’}aral) A= i, expresa el vector v= (7, 3, 15) como combinacion lineal de

u,u, y u;.

3 2 5
o2 4 Tl-sie27-0 - =2
1 3 2 8

b) Para A =3, tenemos que: 31(5, 2,5) 1_1>2(2, 4,7) 33(1, -3, 3)

e . . . — — e
Expresamos v como combinacion lineal de uy, u,, uj:

(7,3,15 =a(3,2,5 + b2,4,7) +c,-3,3)

3a+2b+ c= 7 3 2 1
2a+ 4b—3c= 3 2 4 =3|=51
Sa+7b+ 3¢ =15 5 7 3
7 2 1 3 7 1
3 4 3 2 3 -3
s 7 sl s s, 05 1551 0 w0
51 51 17’ 51 51 17
3 2 7
2 4 3
= 5 7 151 45 _ 15
51 51 17
Por tanto: 7=§31+£32+2l—%
17 17 17



33 a) Comprueba que los vectores B>I=1/2(T>+ \FS]T)), l_))2=1/2(\r37)—?) y l_))3=E>
S son los de una base ortonormal de R3, siendo i= a,o,0), ]T>= 0,1,0) vy
K=(0,0, 1.
L e
b) Halla las coordenadas de i+ j+ K respecto alabase B={ bl, b,, b3}.
x4 _ 1 2 2 _ l _ 2 _
= N1I2+ (W32 = — V4= 2=
) B[ =5 +(3) 2( o=
|BZ|=%\/<V§>2+<—1>2=%JZ=1
N
|b3| =1
B, By= L3 -3 =0
= D
b+ by=0
= D
b, by =0
- 5 - :
Por tanto {by, b,, bs} es una base ortonormal de R3.
_o[L VB ) (ﬁi )
b)), 1, 1) x(z, > , 0+ R , 0] +2z(0,0, 1)
%x+§y=l x+V3y=2 x+V3y=2
gDC— %y=1 VBx- y=2 3x-\3y=2V3
z=1| 4x =2+2V3
_2+2V3 _1+43 _ _N3+3 ,_-1+V3
X % > y 3x — > -2 >
Por tanto:
?+?+§= 1+\/—Bl+ 11;\/5b2+33, es decir:
7+?+§= 1+2\/§, _1;\/571

34 a) Determina los valores de a para los que resultan linealmente dependien-
S tes los vectores (-2, a, a), (a,-2, a) y (a, a,-2).

b) Obtén en esos casos una relacion de dependencia entre los vectores.

-2 a a /ﬂ= 1
a|la -2 a2 =2 +6a*-8=2a-D@+2?=0=__  __
a da -

Para a=1 ypara a=-2, los tres vectores dados son linealmente dependientes.
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b) Para a =1, queda: (2,1, D, (1,-2, D, (1, 1,-2), y tenemos que:
12,1, D-1-(1,-2,1D=(1,1,-2)
Para a = -2, queda: (-2, -2, -2), (-2, -2, -2), (=2, -2, -2), y tenemos que:
-1-(2,-2-2)+0"(=2,-2,-2)=(=2,-2,-2)

35 Dados los vectores u a, -1, 2) Yy v (3, 1,-1), halla el cgnjugto de vectores
S que, siendo perpendiculares a u, sean coplanarios con u y v.
Sea x?v(x, ¥, 2) un vector tal que:

12) Es perpendicular a G), es decir:

6,22 +(1,-1,2)=x-y+22=0

. - o .
29) Es coplanario con u y v, es decir:

I E s T
[u,v,wl=13 1 -1|=-=x+7p+4z=0
Xy z

Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones:

X— y+2z=0 x+2z= Y| g mando: 6z=-6y — z=-y
—x+T7y+4z=0| -x+4dz=-Ty x=y-2z=y+2)=23y

Soluciones: B\, h, =N A #0

36 Dados los vectores ;,I;)y E)talesque |;|=3’_>|E>| =_>1,_>|?| 1437 ;+l—)>+:=3,
s calcula la suma de los productos escalares a-b+b-c++a-c.
- — -
Como a+b+c=0 — |a+b+c|=0 —
> @+Db+)-@+b+)=0 -
- (5)+l_>>+?)-(5>+§+€))=Z>-Z+l_>>-l_>>+€>-E)+25>-1_>)+21_>>-E)+25>-E)=
- - -
= |22+ | B2+ |C)2+2@-b+b-C+a-c)=26+2@-b+b-C+a-c)=0
Por tanto: B)+B> ?+2-?=—13

37 Dados los vectores u (a,1+ a,2a), v (a,1,a) y v?'(l, a, 1), se pide:

a) Halla los valores de a para los que los vectores l_f, v Yy w son linealmente
dependientes.

b) Estudia si el vector ?(3, 3, 0) depende linealmente de 3, v y W para el
caso a = 2.

c) Justifica razonadamente si para a =0 se cumple la igualdad u- (‘7 X v_s)') =0.
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38

a l1+a 2a a= 0
2 [U, v, wl=|a 1 a =a5—a=a(a2—1)=0<a= 1
1 a 1 a=-1

b)Para a =2, los vectores u, v y w son linealmente independientes. Como son
tres vectores de IR3 linealmente independientes, forman una base de IR3. Asi,

. , - .
cualquier otro vector, y, en particular ¢(3, 3, 0), depende linealmente de ellos.

Obtenemos la combinacion lineal:
Para a =2, tenemos que: (2, 3,4), w2, 1,2), w(l, 2, 1)
3,3,0=x(2,3,49+y2,1,2) +2(1,2, D

2x+ 2y + z=3 2 21
3x+ y+2z=3 3 1 2|=6
4dx+2y+ z=0 4 2 1
3 2 1 2 3 1
31 2 3 3 2
10 2 1] 9 -3 14 0 11 9 3
. 6 6 2 ) 6 6 2
2 2 3
3 1 3
14 2 0] _ 18
Por tanto: ¢ = ﬁﬁ + 27+ 3w
2 2
Ou-(Vx ?v)=[ﬁ), 7, wl=0 para a = 0. Esta probado en el apartado a).

a) Halla el nimero de vectores linealmente independientes que hay en el
conjunto S= {(1, 1, 1)9 (09 2, 1)’ (2, 0, _3)9 (_1, 1, 2)}

b) Un vector no nulo tiene sus tres componentes iguales. ;Puede escribirse
como combinacion lineal de los dos primeros vectores de §?

c) Determina un vector que, teniendo sus dos primeras componentes igua-
les a 1, se pueda poner como combinacion lineal de los vectores segundo
y tercero de S.

a) Tenemos que hallar el rango de la matriz:

(1) ; ! 111

M= Como |0 2 1 |=-8#0, ran (M) = 3.
2.0 3 2 0 -3
-1 1 2

Por tanto, hay tres vectores linealmente independientes en S.
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b) Si. Si tiene sus tres componentes iguales y es no nulo, es de la forma: u = (k, &k, &)

con k# 0. Entonces, podemos obtenerlo a partir de los dos primeros vectores
de S como sigue:

U=k-(1,1,1D+0-00,2,1

- .
o) Sea v(1, 1, x) el vector que buscamos. Para que se pueda poner como combi-
nacién lineal de los vectores segundo y tercero de S, tenemos que:

1,1, =a,2, D+ b2 0, -3)

2b =1 Debe tener solucion: b = %, a=%
2a =1 1 3 5
a—3b=x ?—E=x—>x=7=—1—>x=—

N
Por tanto, el vector es v(1, 1, —=1).
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39 Halla un vector u de la misma direccién que v, -2 3) y tal que forme
§ con W (-2, 4,—1) un paralelogramo de irea 25 u?.

Si U es de la misma direccion que 7(1, -2, 3), sera de la forma ﬁ)(x, -2x, 3x),
con x # 0.

Para que forme con V?V(—Z, 4, —1) un paralelogramo de 4rea 25 u?, ha de ser:

|Uxw|=[(=10x, —5x, 0)| = V100x2 + 25x2 = |x|V125 = 25,
es decir: 125x%2 =625 — x2=5 — x=+\5

Por tanto, hay dos soluciones: (5, -2V5,3V5) y V5, 2v5, -3V5)

40 E}Ialla un vector v coplanario con a(2,-1,1) y b (1,0, 3) y ortogonal a
S c(2,3,0).

Sea 7(x, , 2) tal que:

. > P .
19) es coplanario con a y b, es decir:

x )y =z
2 -1 1|=-3x-5+2z=0
1 0 3

29) es ortogonal a Z es decir: (x, 9,2 +(2,3,0=2x+3y=0
Resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones:

- _sy 2,1
—3x—5y+z=0} Byt z= 5y z=5y+3x=5y SV

2x + 3y =0 2x = -3y x=——3y
2
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Soluciones: (3N, 2\, L) (A #0)

Todos los vectores de esta forma cumplen las condiciones. Por ejemplo, para
A =1, tenemos el vector (=3, 2, 1).

N
Sean ;y b tales que la| = 4 y b | =2, con (;, l_;)=60°. Calcula |2+ b |
|

y la-bl.
|2+ b2=@+b)-@+b)=a-a+b-b+2a-b =

N
|2+ |F>>|2+2' |;| |k_)>|-cos(;b)=

)

a
= |a
—16+4+2 4-2-cos60°=16+4+8=28 — |a+Dbl=v28 =2v7

Por otra parte:

A-blP=@-b)-@-b)=a-a+b-b-2a-b =
-2 _>2 - g */)\%
=ldP+IblP=2-12|-Ibl-cos@ b)=

—16+4-8=12 — |a-bl=+12 =23

De dos vectores u y v sabemos que son ortogonales y que lul =6 Yy V] = 10.

Halla |u +v| Yy lu-vI.

. o - - > .
Si u y v son ortogonales, entonces u -+ v =0. Asi

= 20 - - - - - 5 5 S - -
[u+Vv]P=@U+v)-(U+Vv)=u-u+v v +2u-v =

=0 P+ IVIP+0=36+100=136 — |u+v]=+136 = 11,66

= = - - - -
u-—-v

[u=v]*=@u-v)-( u

Y= UU+V -V —20-v =136 — |u=v]=V136 = 11,66
Observacion: Si u LV , entonces forman los lados de un rectingulo con base y
altura |0 | y [V']. En este €aso, UV y U—V son sus diagonales, que tienen
el mismo modulo (por tratarse de un rectingulo). Ademas, para hallar la longitud
de la diagonal, podemos aplicar en este caso el teorema de Pitagoras:

> 6 a2=102+62 — x2=136 — x= 136 = 11,66
10
Cglal}a el angulo que forman a y b sabiendo que la| = 3, bl =5 Yy
la+bl=7.
|2+bl2=@+b)-@+b)=a-a+b-b+22-b =
=12 =12 - — —/>\—> —/>>
= 2P+ blP+2- 1] bl cos@b)=9+25+2-3-5 cos(a, b) =
PN

34 + 30 cos (2, b) = 72 = 49
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S5 49-34 _15 _ 1 AN
Por tanto: cos(a,b) = ~2—2-=_—"==— — (a,b)=060°
30 30 2

— - T s = > .
l_))e los vectore_s> u y v, sabemos que cumplen u+ v = a 21_1) —3v=D>b, siendo
a(2,-1,0) y b(@, 3,-1). Halla el angulo formado por u y v.

U+ v=2a SG>+5v=3§> 20U+ 2v=2a
20-3v=b| 2u-3v= b 20 +3v=-b
su =3a+D 5v=2a-b
- 1 ,> 1 7 -1
= = +b = = 707 1 =(_,0»_)
u 5(321 ) 5(7 ) 5 5
- 1, - 3 1
= —(2 _1 = -0, 71 =(_7_la_)
v S(a b) 3,-5, D 5 5
Por tanto:
37=(7,0,i).(z,_1;)=&=i
5 5 5 5 5

4 4
—— = = /5 =
lal - IVl N2-+35/5 70

5,
= 0,478 — (u,v)=061°26'21"

- -
cos (u, v) =

CUESTIONES TEORICAS

45

46

e e e - =
Si u-v=u-w, ;podemos asegurar que v =w?

No. Por ejemplo, si 5)(3, -2, 0), \7(5, 1,0 vy ?v(7, 4, 0), tenemos que:

- v=15-2=13 | o o .
NN uv=u-w
U-w=21-8=13

. - >
Sin embargo, v # w.

Prueba, utilizando el producto escalar, que si alb y a1 ¢ entonces

al (ml? + ng).

- - - > - >
alb —> a-b=0 alc a-c=

- 0

— - -
Para demostrar que a L (mb + nc), tenemos que probar que su producto escalar

€S Cero:
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a-(mb+nc)= ma - b+n

- -
Por tanto, a L (mb + nc).

N
47 Demuestra que si a Y, b son ¢ dos vectores no nulos que tienen el mismo

modulo, entonces a+b y a— b son ortogonales.

J,

5 -
|a| = |b| #0, entonces:
- = 2 =S T =
a -a

a-b-b-b=1al-1b=0 (pues

Supongamos que

@+D)-@—-b) =2~ 2] = |bD

Observacion: Si recordamos que a+b y Z—b son las diagonales del paralelo-
gramo determinado por a y b hemos probado que las diagonales de un rombo
son perpendiculares.

- = . . . .4
48 Demuestra que si u, y w son linealmente independientes, también lo son
- S5 > > 5 S
los vectores u + V, U-W Yy U—V+W.

N
Siu v y w son linealmente 1ndependlentes entonces, si I hacemos una combina-

cion lineal de ellos y la 1gualamos a cero, alu + azv + agw = 0, necesariamente
han de ser a, = a, = a, = 0.

- 5 o - o o .
Veamos que sucede lo mismo con los vectores U + vV, u—w y u-v+w. Consi-

deramos una combinacion lineal de ellos igualada a cero:

— - - - o5 o -
x(u+$+y(u—w)+z(u—v+w)=0, entonces:

(x+y+z)3+(x—z)\_l)+ (—y+z)?v=8

Como u, v y w son linealmente independientes, entonces:
x+y+z=0 1 1 1
X —z=0¢ Pero 1 0 -1|=-3#0,

-y+z=0 0 -1 1

luego la unica solucion del sistema es la solucion trivial x =y =z = 0.

- -5 - - - . . .
Por tanto, los vectores u+ V, U-W y u-— v+ w son linealmente independientes.

49 Justifica que cualquier conjunto de vectores que contenga al vector nulo es
L.D.
- - - = . .
Sea {uy, u,,...,u,, O} un conjunto de 7+ 1 vectores que contiene el vector nu-
lo. Si hacemos una combinacién lineal de estos vectores e igualamos a cero:

*) U+ ou, + +xu. + 0=0
XUy taou, o txu 0=

., + 15 pues todas las soluciones

tenemos infinitas soluciones para xi, x,, ..., X,,, X
) satisfacen la igualdad (*).

X
de la forma (x;, x,, ..., x,, x, , ) =(0,0,...,0, A

Por tanto, son linealmente dependientes.
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50 a) ¢Puede haber dos vectores u y v Vv tales que u-vs= 3, |1_1>| =1, |x_r>| =
-
u-

b) Si dos vectores verifican | v | = |1_1> | |‘_7> | , ¢qué puedes decir del angulo
que forman?
PN

- - - = S5 > S5 S >S5S
aAu-v=|ul||v|cos(u v)=1-2 cos(u, v)=2cos(u, v) =-3 —

D

— cos (u, V)= —% > 1 Imposible.

Luego no existen dos vectores que cumplan estas condiciones.
S

R = 15-7) o (7 " e G
b)Si |ul|l|v]=]u-v] — ul|v]= N\
T~ [V eos (& V)
S 19112 LN LN LN
|u||V|=|u||v|c05(u,V) — cos(u,v)=1 — (u,v)=0°
S S S
|l_1>| |7| =_|3| |7|COS (3, 7) —> COoS (3, 7) =-1 —> (3’ 7) = 180°

- - . . .
Por tanto, u y v tienen la misma direccion.

51 Justifica por qué el producto mixto de los vectores a, b Yy a+b es iguala 0

cualesquiera que sean a y b.

e . .
Los vectores a, b y a+ b son coplanarios; luego el volumen del paralelepipe-
do determinado por ellos (que coincide con su producto mixto en valor absoluto)
es cero.

S

e e -~ - - - . . - -
52 Si uxv=0 siendo u#0 y v#0, ;como son entre silos vectores u y v?

N
Sabemos que |Ux v|=|Uu|-|V|-sen (U, V). Si |uxVv[=0, |U|#0 y |V]=0,
/\ /\
entonces ha de ser sen( u, ) 0. Es decir, (u V) serd 0° 6 180°.

- - . . . .
Por tanto, los vectores u y v tendran la misma direccion.

ol

ol
N

53 Siaxb=ax

[~

- . .
es b = ¢ necesariamente? Pon ejemplos.

No. Por ejemplo, si consideramos a(l, 2, 3), b(2, 4, 6) y c(3, 6,9), entonces:

- S S5 Eia
— axb=axc pero b#c

=l

N
><b0
xC=0

N
54 Sean Z, b, C tres vectores linealmente independientes. Indica razonada-
S mente cudl o cuiles de los siguientes productos mixtos valen 0:

e e e e = T = = e e e
[a+c, a—c, a+b+c], [a+c, b, a+b], [a—c, b—c, c—a

]
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Si 4, b, ¢ son tres vectores linealmente independientes de IR3, _f)orrgan una
ba%e A§1 las coordenadas respecto a esta base de los vectores a+ ¢, a—C y
2+ b+ ¢ son: (1,0, D, (1,0,-D y (1,1, 1), respectivamente.

1 0 1
Como [1 0 —-1|=2#0 — Son linealmente independientes —

1 1 1
— [a+ ¢ Z—a E)+B>+E>]¢O
Analogamente:
10 1 D
01 0|=-1#20 — [a+c b, a+bl#0
1 1 0
1 0 -1 e

1 -1{=0 — [a-c¢ b-c c—al=0

-1 0 1

PARA PENSAR UN POCO MAS

55 Las tres alturas, AH, BH,; CH_de un tridangulo ABC se cortan en un punto.
Hay una bonita forma de demostrarlo por geometria elemental.

El tridngulo A'B'C’' esta formado con los lados paralelos a los de ABC. Los
vértices de este son los puntos medios de aquel. Por tanto, AH,, BH, y CH_
son las mediatrices de los lados de A'B'C.

Organiza y completa el razonamiento anterior para concluir que AH,, BH,
CH_. se cortan en un punto.
Sea P el punto de corte de AH, y BH, Entonces:

1) Como AH, es la mediatriz del lado B'C’, P esta a igual distancia de B’ que
de C.

2) Como BH, esla mediatriz del lado A'C’, entonces P estd a igual distancia de
A’ que de C"

Por tanto, uniendo 1) y 2), tenemos que P estd a igual distancia de A’ que de B
es decir, P también pertenece a la mediatriz del lado A'B’, esto es, a CH_.

Luego hemos probado que las tres se cortan en el mismo punto.

56 1L1a propiedad anterior puede demostrarse, también, mediante vectores. Lla-
mamos H al punto en que se cortan AH 'Y BH.

HA - (HC-HB) = 0
a) Justifica que { > ( > S ) =
HB-(HC-HA) =0

- — —

b) De las igualdadgs anteriores se llega a: HC - (HB— HA) = 0 y de aqui se
concluye que HC | AB vy, por tanto, que las tres alturas se cortan en H.
(Justifica las afirmaciones anteriores).
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a)HC - HB = BC; y, como AH, es la altura correspondiente al lado BC, entonces:

— — — - - o — - —
BCJ_AHA — BC1 HA — HA-BC=0 — HA-(HC-HB)=0

- -

- — - -
Andlogamente, como HC — HA = AC, tenemos que: HB - (HC — HA) =0

- > - - - = 1

- - - - -
b)HC - (HB - HA) = HC - HB —HC - HA = HB - HC —HA - HC =

-

— - o - - )
=HB-HC—-HA +-HB=HB - (HC—- HA) =0

- - -

- o - - -

()HA-HC-HA-HB =0 — HA-HC=HA-+HB
- - —

(2)HB - (HC—-HA) =0

o> — — — - — —
Por tanto, si HC + (HB — HA) = 0, como HB - HA = AB, entonces HC L AB; lue-
go H también pertenece a la altura correspondiente al vértice C. Asi, las tres al-
turas se cortan en el mismo punto, H.
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PUNTOS, RECTAS Y PLANOS
EN EL ESPACIO

Pagina 150

Puntos alineados en el plano

= Comprueba que los puntos A(5, 2), B(8,3) y C(13, 5) no estan alineados.

AB=(3,1); BC=(5,2)

No tienen las coordenadas proporcionales; luego no estan alineados.
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Rectas en el plano

= Para hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que aparece a continacion,
toma el vector 1_5 (1, 4) para situarte en ella y el vector dG, 2) para deslizar-
te por ella.

Halla también su ecuacion implicita.

5,2
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Ecuaciones parameétricas:

=1+ 5A
[y =4+ 2\

Ecuacion implicita:

—2x=-2—10A
5y =20 + 10A
-2x+5y=18 - 2x-5p+18=0

= Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de la recta s.

La recta s pasa por el punto (-1, 0) y tiene la direccion del vector 5(1, -D.
Ecuaciones parameétricas:

%x =—1+A

[y = -A
Ecuacion implicita:

Sumando las dos anteriores: x+y=-1 - x+yp+1=0
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1. Representa los puntos siguientes: z
P(S’ 2’ 3)’ Q(3a _Za 5)1 R(la 4’ 0)3
$(0,0,4) y 1(0,6,3). X

PG, 2,3)
Q@3,-2,5)
R(1, 4, 0)
S(0, 0, 4)
70, 6, 3)

2. Sitia sobre unos ejes coordenados un
punto P. Proyéctalo, P’ sobre el pla-
no XY. Sigue el proceso hasta determi-
nar las coordenadas de P. (Observa
que el unico paso arbitrario es decidir
la situacion de P").

P@3,5,2)
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1. Dados los puntos A(1, 7, 3), B(-1, 3, 0), C(3,-4,11) y D(1, 0,-5):

a) Halla las coordenadas de los vectores: A_B, EC, JD, ﬁA, AC

b) Halla el punto medio de cada uno de los siguientes segmentos: AB, BC, CD,

AC, AD
DAB = (=2, —4, -3) BC = (4, -7, 11) CD = (=2, 4, -16)
DA=(0,7,8) AC=(2,-11,8)
3 -1 11
b)MAB=(0’ 5,?) MBC=(1’7’7) MCD=(2’ —2, 3)
M, = (2, 3 7) My, = (1, % —1)

2. Obtén las coordenadas del punto medio de los segmentos:

a)de extremos (3,-5,1) y (-3, 1, 13).

b)de extremos (-5, 1,7) y (4, 2, 0).

3-3 5+1 1+13)_ .
a)( S T ) 0, -2,7)

b)(—5+4 1+2 7+o)=(i§1)
2 T2 2 2722

3. Obtén las coordenadas de los puntos que dividen cada uno de los segmentos
del ejercicio anterior en tres partes iguales.

0 Dado un segmento de extremos P y Q:

5R=5P+%P@=5P+%(5Q—5P)=5P+%6Q—%5P=
R
_ 00 +20pP
» _ 00 +20pP
3
05 =0p+ 2 pp =209+ 0P
6} 3 3
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Segun esto, los puntos que buscamos son:

o 531 13); 23,5, D _ ,-3,5)

2(=3,1,13)+ 3,5, D

=(-1,-1
3 -1,-1,9

b) (4, 2, 0) +32(—5, 1,7 _ (_27 % 14)

24,2, 00+ (-5,1,7) =(1 5 1)
3 "373

4. p(1,-3,5), Q(0,7,2) y R(-1, 5, 6) son los vértices de un triangulo.

a) Calcula las coordenadas del punto medio de cada lado.

b)Recuerda que el baricentro (punto donde se cortan las medianas del trian-
gulo) esta sobre cada mediana, a % del vértice y a % del punto medio del la-
do opuesto.

Calcula el baricentro del tridngulo anterior a partir de uno de los vértices. Re-
pitelo para los otros dos y obtendras el mismo resultado.

P(1,-3,5) 17
VR o= (3.2.3)
_[1
R(—l, 5, 6) MQR - _E, 6, 4

0(0,7,2)

b) A partir de P: (ver ejercicio 3)

. 20M,,+OP 4=
o0 - OR _ (=1, 12, 8)3+ a,-3,5 _ (07 3, %)
3

A partir de Q:

20Mpp + 00 _ (0,2, 1D+(0,7,2) _ (O 5 ﬁ)

oG =
3 3 3

A partir de R:

. 20M,, + OR -~
oo~ PO =(1,4,7)+3( 1’5’6)=(o,3,?)
3
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5. Localiza el baricentro del triangulo de vértices A(2,-1, 3), B(0, 4, 1), C(1, 1, 0).

A Hallamos el punto medio, M, del lado BC:

M=(1,z,i)
272 2

El baricentro, G, esta sobre la mediana, a

M % de A ya % de M (ver ejercicio 3):

. 20M+0A _
e - (5 D+ 1,3)=(1,i7i)
3 3 33
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1. Halla las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por:
9 P(1,0,-3) y Q(1,4,-3) d RO,2,3) y 5(0,2,1)

a) Vector direccion: AB = (3,4, 1)

2-3\
Ecuaciones paramétricas: = 4\

=5+)\

b) Vector direccion: MN = 4, -4,-8) //1,-1,-2)

=5+A
Ecuaciones paramétricas: =1-A
=7-2A
¢) Vector direccion: P_Q =0, 4,0
=1
Ecuaciones paramétricas: =4\
=3
d) Vector direccion: RS = 0, 0, -2)
=0
Ecuaciones paramétricas: =
=3-2A

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio 6
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2. Obtén las ecuaciones paramétricas, la ecuaciéon en forma continua y las ecua-
ciones implicitas de la recta que pasa por estos puntos: (-5, 3,7) y (2,-3, 3)

Vector direccion: (2, =3, 3) — (=5, 3, 7) = (7, =6, —4)

Ecuaciones paramétricas:

= 2+7A
=-3-0A
= 3-4A

Ecuacion continua:

x—2=y+3=z—3
7 -6 —4

Ecuaciones implicitas:

xX-2_y+3 3 _
7T~ Twriz=Tyral Oox+7y  + 9=0
x;z_z_—43 L x+ 8=72-21 éx + 7z2-29=0

3. Localiza seis puntos, ademas de los dados, de la recta anterior.

Dandole valores a A, obtenemos:

-2 - (-12,9,1D
-3 - (19,15, 15

(Para A =0 y A =-1, obtenemos los puntos que teniamos).

A=1 - 9,9 -D
A=2 - (16,-15,-5)
A=3 - (23,-21,-9)
A=4 - (30,-27,-13)
A

A

4. Comprueba si alguno de los puntos que se dan a continuacién pertenecen o no
alarectadada 7r:

x=5-A
z= 4
5—2)\=3 - )\=1
AOvr, pues z#4 B: 3A=3 - A=1 BO~r
4=4
5-2A= 15 - A=-5
C: 3A=-15 - A=-50 cUOr DOvr pues z#4
4=4
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1. Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen en estos
apartados. Cuando se corten, calcula el punto en que lo hacen:

x= 1-5\ x=1 x=3+2\ =-1-06A
a) Jy= 2+3\ y=1 b)y=1- A y= 3+3A
=5+ A Hz=A z=5 z= 5
D P=(1,2 -5 d =531
0=0,1,0 d,=0,0,1

PO =(0,-1,5)

-5 0 0
M’=(3 0—1); |M'|=-5 - ran(M') =3 - Lasrectas se cruzan.

1 1 5
O™
M
MHP=(3 1,5 d, =@ -1,0
0=(-1,3,5 d, = (6,3,0
PO = (4, 2,0)

2 -6 -4
M= (—1 3 2 ); ran M) =ran (M) =1 - Las dos rectas coinciden.

0 0 0
[

M

2. Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen en estos
apartados. Cuando se corten, calcula el punto en que lo hacen:

x=A x=3 x= 3+A x= =2\
a)[y=A\ y=3 b) =2-A = 3+ 2\
z=0 z=A z= =_1

2) P = (0,0, 0) d,=(,1,0
0=G3,30 d,=,0,D
PO=(3,3,0

1 0 3
M= ( 1 0 3); ran (M) = ran (M') =2 - Las rectas se cortan.

0 1 0
OoOod
M
Hallamos el punto de corte:
A=3
A =3[ Se cortan en el punto (3, 3, 0).
0=n
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b P=(3, -2 1) d, =a,-1,0
0=(0,3 -1 d,= (2,20
PO =(-3,5,-2)

1 -2 -3
M= (—1 2 5 ); ran (M) =1, ran (M') =2 - Las rectas son paralelas.

0 0 -2
Ooooda

M
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1. a) Halla las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita del plano que pasa
POI' P(l, 7, _2), Q(49 59 0) Y R(6, 3, 8)-
b) Halla otros tres puntos del plano.

c) Calcula n para que A(1, n, 5) pertenezca al plano.

a) El plano es paralelo a P_Q =(3,-2,2) ya Q_i? =(2,-2,89//1,-1,4

=4+3\+ |
Ecuaciones paramétricas: =5-2\—-
z = 2\ + 4

Ecuacion implicita:
Un vector normal al plano es: (3, -2, 2) x (1, -1, 4) = (-6, =10, -1) // (6, 10, 1
La ecuacion es: 6(x—4) + 10(y —5) + 1(z—0) = 0, es decir: 6x+ 10y +z-74=0

b) (%7 0, 0); (o, 3—57 0); 0, 0, 74)

©) Sustituimos en la ecuaciéon: 6 -1 +10 - n+5-74=0 - 6+10n+5-74=0

_ 03

10=6 —
n=03 "7
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1. Estudia la posicion relativa del plano y de la recta:

x= 2+3\
Tt2x—y+3z=8 r: [Jy=-1+3A\
z= - A

Hallamos los puntos de corte de 7 y Tt
22 +30) = (=1 +3N) +3(-A\) =8
4+0A+1-3A-3A=8 - OA=3 - No tiene solucion.

La recta y el plano son paralelos, pues no tienen ningin punto en comun.
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2. Dados estos tres planos, estudia la posicion relativa entre cada dos de ellos:
2x-y+3z=8 x+3y—z=5 2x+6y—2z=5

¢Tienen los tres planos algiin punto comiin?

B - g0

2X= ¥ *32=85 qe cortan en una recta.
x+3y—- z=50
_ =50

x+3y- z >F Son paralelos.

2x+ 6y— 2z =5[]
~ _g0

2x— y+3z=8 O Se cortan en una recta.
2x+ 6y—2z=5[]

No hay ningin punto comun a los tres planos. V
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1. Escribe las ecuaciones implicitas y paramétricas de las siguientes figuras:

® 7 ® 7

PLANO Y- Z EJE X

a) x siempre vale 0.

» puede tomar cualquier valor.

z puede tomar cualquier valor.

=0
T x=0 - TC =)\
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b) x puede tomar cualquier valor.
y siempre vale 0.

z siempre vale 0.

Il
oS O >

Oy =
Bex: -0 - Eex
=0

X
I

¢) z puede tomar cualquier valor.

El plano Tt en su interseccion con el plano XY determina la recta » de ecuacion:

rx—y=0
Asi, en el espacio XYZ:
=A
T[.x—y=0 — TC =)\
z=H

d) Calculamos la ecuacion de la recta en el plano XZ:
r pasa por A(4,0) y B(0,3) - AB = (-4, 3)
D=4 -4
" Eﬁ - 3 . A= %

x=4—iz
3

r: 3x + 4z =12 en el plano XZ.

En el espacio XYZ la recta no toma valores en y, por tanto, y = 0. Luego la
ecuacion de la recta 7 en el espacio XYZ es:

Oy=o =4 — 4\
- — . =O
PBx + 4z =12 - = 3\

e) x puede tomar cualquier valor.
z puede tomar cualquier valor.

y siempre vale 7.

mty=7 - Tt

I
= >

4

f) » puede tener cualquier valor.
Calculamos la recta que determina el plano Tt en su interseccion con el plano XZ:
7 pasa por A4, 0) y B, 3).
Por el apartado d):
r: 3x + 4z =12 en el plano XZ.
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Asi:
— 4\

= &

TE3x+4z=12 - T [y
z = 3\

I
o

. Representa las figuras dadas por las siguientes ecuaciones:

x=A x=A x=A
a)z=4 b) y=u o dy=A dOy=0
z=4 z=4 z=4
Oy = Oy = x=3
Oln e Ho¥-o 2y=0 h) Oy=0
z 0= Zz=A+}
x=3 x=A x+y+z<1
. - . - _ x20
i) =4 ) =u KHDx+y+z=1 D >0
z=5 z=p z20

jAtencion! Una de ellas representa un punto y otra, todo el espacio. Hay una
que tiene dos parametros, pero actiian como si solo hubiera uno.

a)z=4 - z siempre vale 4. z
x e y pueden tomar cualquier
valor.
Y
X,
ﬁx =X - x puede tomar cualquier valor.
b) =U - p puede tomar cualquier valor.
Eé =4 - z siempre vale 4.
Es el mismo plano que el del apartado anterior.
He=A—0_ . ) . )
o _\ x e y siempre toman el mismo valor.
z=4 - z siempre vale 4. |2

Como solo hay un parametro, es una recta (pa-
ralela al plano XY).
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=X - x puede tomar cualquier valor.
d =0 - y siempre vale 0.
z=4 - z siempre vale 4.

Como solo hay un parametro, es una recta.

Como y =0 siempre, es una recta del pla-

no XZ.
X
Oy=0 o .
o 4 Es la ecuacion implicita de la recta anterior.
DZ =
z
=0 - x siempre vale 0.
) 0z=0 - =z siempre vale 0.
» puede tomar cualquier valor.
Es la ecuacion del eje Y.
X
Z
2y=0 - y siempre vale 0.
x puede tomar cualquier valor.
z puede tomar cualquier valor.
Es la ecuacion del plano XZ.
X

=p
(7
I

> O W

+M - sihacemos A +p=p, pOR, tenemos:

N
I

- X siempre vale 3.
-y siempre vale 0. - Nos movemos en el plano XZ.
- 2z puede tomar cualquier valor.

I
T O W

:

Como solo hay un parimetro, es una recta.
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=3 - «x siemprevale3 T ..
)] =4 - y siempre vale 4.
z=5 - =z siempre vale 5.
5 p 5 A .“"

Es un punto.

o

s Y
X
=N - x puede tomar cualquier valor.
i =M - y puede tomar cualquier valor.
z=p - z puede tomar cualquier valor.
Representa todo el espacio.
RDx+y+z=1
Calculamos las intersecciones con los ejes:
Eje X: z
Oy =
7Y - x-1 - 00
=0
Eje V-
=0 L o1 L 01,0
DZ _ O » Y
Eje Z:
Ux =0
0" - z=1 - (0,0, D
v=20

DOx+y+2z<1 - Describe la region limitada por el plano anterior, cuyas coor-
J denadas estan por debajo de é€l.

Hxz0
X 2
| \
E y=20 Las tres variables tienen que ser positivas.
%z 20 /
Z
Representa la region comprendida entre la
parte positiva de los planos XY, YZ, XZ y
el plano x +y + z=1.
Y
X
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Puntos

1 Las coordenadas de los puntos representados en esta
figura son:

(Os o, 3)3 (Oa 3, 3); (3, 3, 3); (31 o, 3); (3’ o, 0)3
(3, 37 0); (0, 3’ 0); (01 S/Za 3); (0’ 31 3/2); (3, 3/2’ 0);
3, 0,3/2)

Asocia a cada punto sus coordenadas.

A0, 0, 3); B(O, 3,3); CG, 3,3 D@G,0,3); EG, 0,0 FG,3,0; GO, 3,0
P(0, 3/2, 3); Q(0, 3, 3/2); R(@3,3/2,0); S(3,0,3/2)

2 Comprueba silos puntos A(1,-2,1), B(2,3,0) y C(-1,0,—4) estan alineados.

AB (1,5, -1 E

N Sus coordenadas no son proporcionales. Luego los puntos no es-
AC (=2, 2, -5)

tan alineados.

— —

3 Hallalos puntos Py Q tales que AQ = %Aﬁf y AP= %AQ, siendo A(2,0,1)

YB(S,?),—Z).
e Si QO(x, y, 2), entonces A_Q(x—Z,y,z—l):
33 _(9 9 —9)_
24B =2 3 ==, 2, == -2 -1
5 5(3,3, 3) 55 s x=2,9,z-D
9 19 0O
X-2== -5 x=-=
O
5 5 0
) 5 o2, 2, 2)
5 O 57575
O
-_2 _ 40
z-1 5 > oz 50
e Si P(a, b, ¢), entonces A_15(ol—2, b, c—1):
2202 32 202 2 _(66—6)_
£40=%2 . 24B=£4B= = 3 =2, 2 2= —2,b,c—1
3497375 5 533915 5 5)-@-2bc-D)
6t—2=g - a=£%
5 5 %
po O Dp(gg,i)
5 0 5755
O
P
5 5 0
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4 Halla el simétrico del punto A(-2, 3, 0) respecto del punto M(1, -1, 2).

oA Sea A'(x,y, z2) el simétrico de A respecto del punto M.

Como M es el punto medio del segmento AA’, entonces:
. _ +3
M X=2 V'O Z)_q 4 2
"'¢ 2 ) 2 ) 2 ( ’ ) )
x—2 yt3

z
=z = =1 x= =] =5 ==2 z=/4
4 2 ’ y 5’ 2

2
Por tanto: A'(4, -5, 4)

5 Calcula a y b para que los puntos A(1, 2,-1), B(3,0,-2) y C(4, a, b) es-
tén alineados.

AB (2, -2, -1) _

— Para que estén alineados ha de ser: 3_a-2_brl
ACB,a-2,b+ 1) 2 -2 -1
Por tanto:

a-2_3 | a-2=-3 - a=-1
-2 2
b +1 = é — b = __5 -1 — b = i
-1 2 2 2
Rectas
6 Halla las ecuaciones paramétricas de los ejes de coordenadas.
=A =0 =0
Eje ox - =0 E]e oYy - =A E]e oz - =0
=0 =0 . = )\

7 Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(-3, 2, 1) y
NEEW)
Un vector direccion de la recta r es A_B(%, %, —1).
Tomamos el vector 8(1, -1,-2)// AB.

e Ecuacion vectorial:

(x, y,2)=(=3,2, 1D+, -1, -2)

e Ecuaciones paramétricas:

=3+ A
= 2- A
= 1-2A
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e Forma continua:

x+3_V-2 =z-1
1 -1 -2

e Forma implicita:

XI5=% - Xx-3=p-2 5 x+yp+1=0
XI5=Z_21 - 2x-6=z-1 - 2x+z+5=0

8 Comprueba si existe alguna recta que pase por los puntos P(3, 1, 0), Q(0,-5,1)
y R (6’ _59 1)-

Pg 3,-6, D Las coordenadas no son proporcionales, luego los puntos no es-
AC (3, -6, 1D tan alineados.

Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A(-4, 2,5) y es para-
lela al eje OZ.

w O

Si es paralela al eje OZ, tiene como vector direccion (0, 0, 1.
e Ecuacion vectorial:

(x, y, 2 = (-4, 2,5 + N0, 0, D)

e Ecuaciones parametricas:

- 4

N

+ A

e Forma continua:

x+4 _y-2 =z-5
0 0 1

e Forma implicita:

x=-4 - x+4=00
y= 2 - py=-2=0Q

10 Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1,-3, 0) y es pa-
S ralelaalvector ux v, siendo u(l1,-1,2) y v(2,0, 0).

ux v=1(0,4,2//021

e Ecuacion vectorial:

(x, 9,2 =(1,-3,0 + A0, 2,1
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e Ecuaciones paramétricas:

=1
=-3+2A
=A

e Forma continua:

x-1_Y+3 _=z-0
0 2 1

e Forma implicita:

= X
+

|

=1 > x—-1=0
23= - y+3=2z - y-2z+3=0

11 Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas y halla el punto de corte,
§ cuando sea posible:

x—1 y+2 =z-1 x+2 y-3 =z-2

Wr:—3 2 4 YA T 2 3

b) 7+ x_—ll =y;l =z;2 s:x;4=y14=z;5

d)r: x;I =%=§ sE;:g:g\
z=4+8\

D d (3,24 P(1,-2,1)
d(-1, 2, 3); P(-2,3,2)
PP'(-3,5,1)

3 -1 -3
M’=(2 2 5) - |M'|=-51#20 - las rectas se cruzan.

4 3 1
oo

M
D d.(-1,2, D; P, 1,2)
d(4,1,2); P4,4,5)
PP'(3, 3, 3)

-1 4 3 51
M= 3 - |M’|=OyD1 2D=3¢0 - ran (M) =ran (M) =2 -
3

M — Las rectas se cortan.
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Para hallar el punto de corte, escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

=1- A =4 + 4
7 =1+2A s: =4+ U
=2+ A =5+2U

I— A=4+4p Sumandola12yla3%:3=9+064 - U=
1+2\=4+ p[J Sustituyendoenla1®:1-A=4-4 - A=1
2+ A=5+2

Sustituyendo A =1 en las ecuaciones de » (o bien W =-1 enlas de s), obte-
nemos el punto de corte: (0, 3, 3).

o d(21,3); PO, 1,-D
d(1,-2,0 % (0,3,-D = (2,1, 3)

Tienen la misma direccién, y el punto P O 7, pero P Us, luego las rectas son
paralelas.

d di2, 3,4
d.(4,6,8)

Tienen la misma direccion.

Veamos si el punto P(1, 0, 0) O 7, pertenece también a s:

3+40=1 o =-1/2
3+6A=0 - A=-1/2] POs
4+8 =0 - =-1/2

Por tanto, las rectas » y s coinciden, son la misma recta.

12 Obtén el valor de a para el cual las rectas r y s se cortan, y halla el punto
s de corte:
2x-1 y+3 =z-2

3 -2 0

rix=y=z—a s:
U En s, divide por 2 el numerador y el denominador de la primera fraccion.

rx=y=z-a - cT;(l,l,l); P, 0, a)

GX-12 _Y¥3_z-2 5(3

(L
3/2 2 0 PR O)’ P(z’ 3 2)

2
1 32 1/2
M=(1 =2 -3 -~ ran (M) =2
1 0!2-a
I
M
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Para que las rectas se corten, ha de ser ran (M") = 2, es decir, |M'| = 0:

IR 0 - a-3

Ja—21 _
2

Para hallar el punto de corte, escribimos las rectas en forma paramétrica:

E=l+_5
=A DX 5 T5H
7 = A s O
=3-2
Z3 4 EJ’ 3-21
Dz=2
1,3, FH
}\—2+2p%
A=3-2p H -1=3-20 - p=-1
3+ A= H A=-

Sustituyendo A = -1 en las ecuaciones de » (0 U =-1 en las de s), obtenemos
el punto de corte: (-1, -1, 2).

13 Halla los valores de m y n para que las rectas r y s sean paralelas:

X =5+4\
X -1 z+3
r:Jy=3+ A s;E=yT= -
z= — A
d.(4,1,-D

_ Las coordenadas han de ser proporcionales:
d.(m, 3, n)

- m=12, n=-3

4 1 -1
(El punto P(0,1,-3) Os; pero P UOr; luego las dos rectas son paralelas si m = 12
y n=-3).

14 a)Halla el vector director de la recta determinada por los planos:
Ha — =0
O Y -
0o y+tz= 2
b) Escribe las ecuaciones paramétricas de 7.
D d=(,-1,0x%x©,1,1D=(1-1,1
b) Obtenemos un punto de la recta haciendo y = 0:

x=0U

O El punto (0, 0, 2) pertenece a la recta.
z=2[
=-A
Ecuaciones paramétricas: =-A
=2+A
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X +1
15 Dada la recta 5= 14 T~ exprésala como interseccion de dos planos.
§=z - Xx=2z - x-2z=0
+
§=y11 L =2p+2 o x42p+2=0

Pagina 174
Planos

16 Halla las ecuaciones de los siguientes planos:

S a) Determinado por el punto A(1, -3, 2) y por los vectores u(2,1,0) y

v(-1, 0, 3).
b) Pasa por el punto P(2,-3, 1) y cuyo vector normal es n(5, -3, —4).

c) Perpendicular a la recta S~ - % Y que pasa por el punto (1, 0, 1).
D UX V=210 %103 =@3,-61

3x-D-6(y+3)+(z-2)=0
3x—6y+z-23=0

b)5(x—-2) -3y +3)—4=z-1D =0
Sx—=3y—4z-15=0

o) n(2, -1, 3)
2-D-@-0+3(z-1=0
2x-y+3z-5=0

17 Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de los planos OXY, OYZ,

OXZ.
Plano OXY:
=A
Paramétricas: =H Implicita: z=0
=0
Plano OYZ:
=0
Paramétricas: =A Implicita: x=0
z=H
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Plano OXZ:

Paramétricas: Implicita: y =0

I
= o >

18 Escribe las ecuaciones paramétricas de los planos:
a)z=3 b) x =-1 Ay=2

-1

A o)

M

b)

a)

I

I

o

= N>

I
w = >

19 ;Cual es el vector normal del plano x = -1?
Escribe las ecuaciones de una recta perpendicular a ese plano que pase por
A(2,3,0).
El vector normal al plano x=-1 es n(1, 0, 0).

=2+A
Recta: [y =3
=0

20 Calcula m y n paraquelos planos 0: mx +y—3z—1=0y B:2x+ny—2-3=0
S sean paralelos. ;Pueden ser coincidentes?

ng(m, 1, -3) ,
N Las coordenadas han de ser proporcionales:
nB(Z’ n, =1

m_1_=3 | -6 n=+
2 n -1 3

Asi, quedaria:
oa:bx+y—-3z-1=0 - Ox+y—-3z-1=0
[3:2x+%y—z—3=0 - O6x+y-3z-9=0

Los planos son paralelos, no coincidentes. No pueden ser coincidentes pues los tér-
minos independientes no son proporcionales a los anteriores.

21 Escribe la ecuacion del plano que pase por los puntos (0, 0, 0), (2, 2, 0) y
S a,1,2).

(2,2,0x(1,1,2)=(4,—4,0 - n(l,-1,0)
P(0, 0, 0)
El planoes: x—y=0
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22 Determina la ecuacion del plano que contiene al punto P(2, 1, 2) y ala recta:

S y-3 =z—-4
X-2=Tgm =5

Si contiene a la recta, contendra al punto Q(2, 3, 4) y serd paralelo a d (1, -1, -3).
También serd paralelo a P_Q 0,2,2)//0,1, D.

Un vector normal al plano es: (1,-1,-3) % (0,1, D =(2,-1, D

La ecuacion del planoes: 2(x—-2)-(p-D +(=z-2)=0

2x—-y+z-5=0

23 Comprueba que las rectas:

-1 Ox — =
xz =y=z-2 s:Dx 2z= 5

" dx-2y =11

son paralelas, y halla la ecuacion del plano que las contiene.

4.2, 1,1; P(1,0,2

d.=(1,0,-2) x (1, -2, 0) = (-4, -2,-2) // (2, 1, 1)

Las rectas 7 y s tienen la misma direccion. Ademas, P(1, 0, 2) U r», pero P [s.
Luego las rectas son paralelas.

Obtenemos un punto, Q, de s haciendo y = 0:

—_2z=50 x=110
X -2z SD X lllj 0(11, 0, 3)
x =11 0O z= 30

El plano que buscamos sera paralelo a CI;(Z, 1,D ya P—Q(lo, 0, 1. Un vector nor-
males: (2,1, 1) x (10,0, 1) = (1, 8, -10)

La ecuacion del planoserd: 1 - (x-1D+8- (-0 —-10-(z-2)=0
x+8y—-10z+19=0

24 ;Son coplanarios los puntos A(1, 0, 0), B(0,1,0), C(2,1,0) y D(-1,2,1)?

A_é = (—1, 1, 0) 1 1 0
AC=(,1,0) 1 1 0D=—2¢0
AD = (=2, 2, 1) 2 21

Los puntos 70 son coplanarios.
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PARA RESOLVER

25 Los puntos A(1,3,-1), B(2,0,2) y C(4,—1,-3) son vértices consecutivos de
un paralelogramo. Halla el vértice D vy el centro del paralelogramo.

R R R LR R L e Sea D(x, y, 2) el otro vértice:
BA=CD - (-1,3,-3)=(x—4,p+1,z+3)
‘M x-4=-1 - x= 3
’ , y+1= 3 - y= 20 D@3, 2, -0
. H z+3=-3 - z=-6
[ AR -

Si M es el centro del paralelogramo, es el punto medio de AC:

M= 4+1,_1+5,_5_1)=(2,1,—2)
2 2 2 2

26 Calcula b para que las rectas » y s se corten. ;Cudl es el punto de corte?
S x—1 y+5 =z+1 x y-b =z-1
r: = = KH = =
2 -3 2 4 -1 2

d,(2,-3,2); P(1,-5, -1
d (4, -1,2); PO, b, D
PP'(~1, b + 5, 2)

2 40 4
M'= (—3—11 b+5 ) — Para que las rectas se corten, ha de ser |M'| =0 (para
que ran (M) = ran (M) = 2).

|M/|=4b+44=0 - b=-11

Para hallar el punto de corte, escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

= 1+2A = 4l
r [y =-5- 3\ s: =-11-p
=-1+2A 1+2p

1+ 2\ = 4
-5 — 3\ = -11 — p[J Restando la 3% ecuacion a la 1¢: 2 = -1 + 2

-1+2\=1+2u

4 -1
M= é A= H = i
2 2 2
Sustituyendo A = el en las ecuaciones de r (o MW= % en las de ), obtenemos

el punto de corte: (6, %, 4).
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27 Determina el valor de a para que las rectas r y s sean coplanarias:

S =
x y-a =z x=1+A
V:T=T=6 S: y = 1—)\
z=-1+A

Halla el plano que las contiene.
d(1,1,0% PO, a,0)

d.(1, -1, 1; P(1,1,-D
PP(1,1-a,-1)

1 1 1
M=(1 -1 1-a| - Paraque lasrectas sean coplanarias, ha de ser |M'| = 0.
0 1 -1

|M’|=ﬂ+2=0 - a=-2

Un vector normal al plano es: CT; X CT; =(1,1,0x,-1, D =01, -1,-2)
El plano que las contiene es: 1(x—1) - 1(y - D —-2(z+ 1) =0
xX—y—-2z-2=0

28 ;Se puede construir un triangulo que tenga dos de sus lados sobre las rectas
S rys?

x =2\
=y=z+1 s: =—1+A

z=A

x—1
2

r:

Estudiamos la posicion relativa de las rectas:

a2, 1,1); P(1,0,-1)

a2, 1,1

Las dos rectas tienen la misma direccion. Ademds, P(1, 0, -1) O 7, pero P Os

PA=1 - A=1/2
puestoque: [F1+A =0 - A=1
=1

Por tanto, las rectas son paralelas. Luego 70 se puede construir un tridngulo que
tenga dos de sus lados sobre las rectas 7 y s.

29 Estudia la posicion relativa de la recta: r: =2 =" yelplano
§ Ttx—-y+z-3=0. B

3+ 2\
7 =-1+A
=-A

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio @



30

Ttx—y+z-3=0
B+20) - +MH+ () -3=0
3420 +1-A-A-3=0
1=0
La recta es paralela al plano (pues no tienen ningin punto en comun).
Dadas la recta » determinada por los puntos A(1,1,1) y B3, 1,2), yla
recta:

s Ox— 2z-1=0

. E y -2=0
estudia su posicion relativa y halla, si existe, la ecuacion del plano que las
contiene.

4. =AB=(2,01; A1, 1,1
d =(1,0,-2)x(0,1,0) = (2,0, 1); AOs

E Las rectas son paralelas.
S

Obtenemos un punto de s haciendo z = 0:

U
0 P, 20
O

[N

X =
y=

El plano que buscamos es paralelo a CT; ya A_};(O, 1, -D.
Un vector normal al plano es: n= CT;, x AP = 2,0, D) x(,1,-1) =(1, 2,2
El planoes: -1 - (x-D+2-(y-D+2-(z-D =0
-xXx+20)+2z-3=0
03x+ay+ z=1

Dadalarecta r: sz +6y—22-6

a) Halla, para cada valor de a, las ecuaciones paramétricas de 7,

b) Discute la existencia de valores de a para que la recta 7, esté€ incluida en
elplano x+y+z=1.

p3x+ z=l-ayg 3’CJrZ:l—“J/DS ando: 4x =4 — (a +
d>2x—22=6—6y% x—z=3—5y% umando: 4x (a+ 3y

o=1— a;rS
z=x—3+3y=1—”23y—3+3y=—2+ 9;6’)/
=1-(a+ 3N\
Va: = 4\
=2+ -\

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio é



bx+y+z=1

1-(@+3N+4A-2+OQ - =1
1—alN—3N+4N—-2+9A—al =1

(10 = 2a)\ = 2

10-2a=0 - 10=2a - a=>5

eSi a=5 - Llarecta es paralela al plano.

eSi a#5 - Llarectay el plano se cortan en un punto.

Por tanto, no existen valores de a para los que la recta esté contenida en el
plano.
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Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1, 3, 2) y B(-2, 5, 0)

x= 33— A
yes paraleloalarecta [jy= 2+ A
=-2-3A\

El plano sera paralelo a A?S(—S, 2,-2) ya (T(—l, 1, -3).
Un vector normal al plano es: (=3, 2, -2) x (-1, 1, =3) = (-4, —7,-1) - n(4, 7, 1)
El planoes: 4(x—- 1D +7(y-3) +1(z-2)=0

4x+Ty+2-27=0

Estudia la posicion de las siguientes rectas y halla, si es posible, el plano que
las contiene:
x-2 y-1 =z x—1 y-1 =z+2

ri—— =—— =— s
1 -1 2 -1 1 -2

d(1,-1,2) P(2,1,0)
d(-1,1,-2)

Las rectas tienen la misma direccion. Ademas P(2,1,0) O 7, pero POs; luego las
rectas son paralelas.

Un punto de s es Q(1, 1, -2).

El plano que buscamos es paralelo a CT; y
a PQO(-1, 0, -2).

Un vector normal al plano es:
n'=(1,-1,2) x(-1,0,-2) = (2,0, -1

El planoes: 2(x—2)+0(y— 1D - 1(z-0) =0

2x—z—-4=0

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio @



34 Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta

S -
x=2+3\ x-3 y+1 =z
r: Jy=—1— A\ Yyes paralelo a: s: ==
z= A > 2 -

El plano serad paralelo a J;(S, -1, ya J;(S, 2, -3).
Un vector normal al plano sera: n=@G3,-1,1 % (5,2 -3) =1, 14, 11)
Un punto del plano es (2, -1, 0).
Por tanto, el planoes: 1(x-2) + 14y + D + 11(z-0) =0
x+ 14y +11z+12=0

35 Calcula el valor de m para que los puntos A(m, 0, 1), B(0, 1, 2), C(1, 2, 3)
S y D(7,2,1) estén en un mismo plano. ¢Cuil es la ecuacién de ese plano?
Hallamos la ecuacién del plano que contienea B, C y D.

El plano serd paralelo a BC(1,1,1) ya CD(6,0,-2), es decir,a (1,1, D) ya (3,0, -1).
Un vector normal al plano es:

(1,1, D%x3,0,-1)=(-1,4,-3) - n(,—4,3)
La ecuacion del plano es: 1(x—0) —4(y -1 +3(z—=2) =0
X—4y+3z-2=0
Para que A pertenezca al mismo plano, ha de ser:

m—-4-0+43-1-2=0 - m+1=0 - m=-1

-1 -2 +1
36 Dado el plano Tt 2x — 3y + 2 = 0 y la recta xl =y1 =z2 ,

halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al
plano TU
El plano sera paralelo a (2, -3, 1) ya (1, -1, 2).
Un vector normal al plano es: (2, -3, D x (1, -1, 2) = (-5,-3, D - H(S, 3, -1
El punto (1, 2, 1) pertenece al plano.
La ecuacion del planoes: S(x—D+3(y-2)-1(z+1) =0

Sx+3y—z-12=0

37 Estudia la posicion de los siguientes planos:

S
x+2y— z2—-3=0 2x—y+z-3=0 x— y+ z—1=0
a) 3y+2z2—1=0 b)[] x—y+2-2=0 ) [(3x+ y—-2z =0
x+ y+ z=2=0 3x—y+z—-4=0 2x +2y—-3z+4=0

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio Q



xX+2)— z=3 1 2 -1
a) 3y +2z=10 M'=|0 3 2
111

X+ y+ z=2

3
1
2
|[M|=8 - ran (M) =ran (M) =3 - Los tres planos se cortan en un punto.
3
2
4

La 32 columna es —1 - 22; y la 42 columna se obtiene sumando la 12 y la 32.

I I I
M

2x—-y+z=3 2 -11
M =

b) x—y+z=2 1 -11
Ax—y+z=4 3 -1 1
[

M

Luego ran (M) = ran (M') =2 - Los tres planos se cortan en una recta.
1
0
—4

D; _11D=4¢0y [M|=0 - ran (D=2

-1 1
E 1 0D=—12¢O - ran (M) =3
2 —4

o) 3x+ y—-2z= 0
2x+ 2y — 3z =4

x— y+ z=1 (1 -1 1
M =

Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningiin punto comun a los tres.

38 Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,-3,2) y B(0,1,1)
S yes paralelo a la recta:

03x — 2y +1=0
"H 2y+32-3-0

Un vector direccién de r es: (3, -2, 0) x (0, 2, 3) = (-6, -9, 6) // (2, 3, =2)

AB(-1, 4, 1)

El plano que buscamos es paralelo a (2, 3, =2) y a (-1, 4, —1).

Un vector normal al plano es: n = (2, 3, =2) x (-1, 4, 1) = (5, 4, 11)

La ecuacion del plano es: 5(x—0) +4(y— 1 + 11(z—-1) =0
Sx+4y+11z-15=0

39 Dados los planos mx +2y—-3z—1=0 y 2x—4y + 6z +5=0, halla m para
que sean:

a) Paralelos.

b) Perpendiculares.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio o
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Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio

a) Las coordenadas de (m, 2, -3) y de (2, -4, 6) han de ser proporcionales:

b)(m,2,-3)-Q2,—4,6=2m—-8-18=2m-26=0 - m=13

Halla el valor de a para que las rectas 7 y s estén en un mismo plano y

halla la ecuacion de ese plano:

r.Dx -2z=0 s.lilx+y =1
E y— z=2 Ex +2z=a

Escribimos las ecuaciones de » y s en forma paramétrica:

=2\
d —2z= = d
r g 22=0 - x=2z 0 ’ =2 4\
O yv- 2z=2 - y=2+2z[] -
x =2\
+ =1 — =1—
. v Y * y=1-2A
¥ Hx t2=a - z=2_% s a
2 2 Z=7—}\

Obtenemos un punto y un vector direccion de cada recta:
d.(2,1,D; PO,2,0
d.2,-2,-1; PO, 1, a/2)
PP(0, -1, a/2)

— — i
Para que las rectas estén en el mismo plano, los vectores d,, d; y PP’ han de
ser coplanarios:

2 0 4
[E -2 —1D=—3a—4=0 - a=—
-1 a/2 5

—

El plano sera paralelo a CT; y a d;. Un vector normal al plano es:
n=02 1,1 %2, -2 -1 =(,4,-6)
El punto P(0, 2, 0) pertenece al plano.
La ecuacion del plano es: 1(x—0) + 4(y —2) - 6(z-0) = 0
xX+4y-06z-8=0
x=3
=2

Estudia la posicion de la recta 7: E yel plano z=1.

Son perpendiculares y se cortan en el punto (3, 2, 1).



Bx—y+z =0

42 Sean larecta 7: %2.%‘ —2+3=0 yelplano ax—y+4z—2=0.

a) Calcula el valor de a para que » sea paralela al plano.

b) ¢Existe algin valor de a para el cual r sea perpendicular al plano?

Un vector direccion de r es: g= (3,-1,1)x(2,0,-1)=(1,5,2)
Un vector normal al plano es n = (a, -1, 4).
a) Para que 7 sea paralela al plano, d y n han de ser perpendiculares:

1,5,2)+(a,-1,9=a-5+8=a+3=0 - a=-3

—

N ) .
b)Los vectores d 'y n deberian tener sus coordenadas proporcionales.

2 . . . L
# —, no es posible; es decir, no existe ningtin valor de a para el

4

cual 7 sea perpendicular al plano.

Como =

velplano ™ x + 2y + 3z -1 = 0,
halla la ecuacion de una recta s contenida en el plano T que pase por el
punto P(2,1,-1) y sea perpendicular a 7.

U El vector direccion de s ba de ser perpendicular al vector direccion de r y al
vector normal del plano.

Un vector direccién de r es: d = (1,0,-2)x (0, 1,-D =2, 1, D
Un vector normal al plano es n = (1, 2, 3).

Un vector direccion de la recta que buscamos es: (2, 1, 1) x (1, 2, 3) = (1, -5, 3)

=2+A
La recta es: =1-5A
=—1+ 3\

O =
44 Halla la ecuacion de la recta paralela a 7r: Dx *2z=5 que pase por
0 y+3z=5

x—1 y+3 =z+2
4 2 3

el punto de interseccion de la recta s:
Ttx—y+z=7.

con el plano

Un vector direccion de la recta es: (1, 0, 2) x (0, 1, 3) = (=2, -3, 1) // (2, 3, 1)

Escribimos la recta s en forma paramétrica para hallar el punto de corte de s y Tt
= 1+4A Tt x-—y+z=7
s =-3+ 2\ 1+4N+3-2A-2+3A=7
Oz =-2+ 3\ SA=5 - A=1

El punto de corte de s y T es (5, -1, 1.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio @



Por tanto, la recta que buscamos es:

= 5+ 2\
= -1+ 3\ o bien x=5_r*rl_z-1
IR 2 35 4
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Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 2, 3) y es perpendi-
cular al plano que pasa por el origen y por los puntos B(1,1,1) y C(1, 2, 1).
Un vector normal al plano es: JB X JC =(1,1,H)x1,2,1)=(1,0, 1D

Este vector es un vector direccion de la recta que buscamos.

Las ecuaciones de la recta son:

=1-A
=2
=3+ A
Escribe la ecuaciéon del plano que contiene a la recta »: E Xty -1=0
2x-y+z =0
1- +2
y es paralelo a s: —2x = % = z__4

Un vector direccion de » es: (1,1, 0) x (2, -1, 1) = (1, -1, -3)

El plano que buscamos es paralelo a (1, -1, =3) y a (-2, 3, —4). Un vector normal al
plano es: 0= (1, -1, =3) x (=2, 3, =4) = (13, 10, 1)

Obtenemos un punto de 7 haciendo x = 0:

y—1=0 -
-+z=0 -

y=1 o H P01,
z=y=1[
La ecuacion del plano es: 13(x—-0) + 10y — D + 1(z—- 1D =0

13x+ 10y +2-11=0

Estudia las posiciones relativas del plano: Tt x + ay — z = 1 y de la recta:

- 52x+y—az=2

x—y— z=a-1 segun los valores de a.
|:| —_ —_ = —_

T oxtay- z=1 1 a -1 1
2x+ y—az=2 =12 1 -a
" Dx— - z=a-1 1 -1 -1 a—1
O Y I |
M

- - a=-1
|M|=-a?+a+2=0 - a= 1:Vi+8 23 _ _—

-2

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio
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e Si a=-1, queda:

1 -1 -1
M=12 1 1

1 -1 -1

1 «—
2 ) planos paralelos. La recta es paralela al plano.
2] <

1
2) La 12 ecuacion se obtiene restandole a la 22 la 32
1

eSi a=2, queda:

1 2 -1
M=12 1 =2

1 -1 -1

Por tanto, la recta esta contenida en el plano.
eSi a#-1y a#2 - larectay el plano se cortan en un punto.

Calcula la ecuacion del plano que determinan el punto A(1, 0, 1) y la recta:

Ux+y— z+1=0

r 2x—y +2z =0

Un vector direccion de la r es: d = (1,1, -1 x2,-1,2) =1, -4, -3)

Obtenemos un punto de 7 haciendo x = 0:

y— z+1=0U Sumando: z+1=0 - =z=-1
-y + 2z =0Qg y=2z=-2

P, -2, -D

El plano es paralelo a Ef(l, —4,-3) ya P_Izl(l, 2, 2).

Un vector normal al plano es: (1, =4, =3) x (1, 2, 2) = (=2, -5, 6) // (2, 5, —=0)

La ecuacion del plano es: 2(x—1) +5(y - 0) —6(z-1) =0
2x+5y—6z+4=0

Dados los vectores u(2,3,5), v(6,-3,2), w(4,-6,3), p(8,0, a), y los pla-
nos: T (x,y,2)=(1,2,3) + \u+uvy m:(x,y, 2 =, 2,3) + \w + Up,
estudia la posicion relativa de 1T y T seguin los valores de a.
Obtenemos las ecuaciones implicitas de los dos planos:
ux v=(21, 26, —24)

TE 21(x— 1) + 26(y = 2) = 24(z-3) =0

e 21x + 260y —24z-1=0
W X p = (=6a, 24 — 4a, 48)

T —Oalx — 1) + (24 —4a) (y —2) +48(z-3) =0
T —Oax + (24 — 4a) y + 48z + (14a — 192) = 0



M,=(21 26 —24‘ 1 )

—6a 24 —4a 48 192 — l4a
OOOOoOoOoOodo
M
21 24
6a 48 =1008—-144a=0 - a=7

®Si a=7, queda:

21 26 =24 1 L | . "
42 4 48 04 0s planos se cortan en una recta.

eSi a%27 - ran (M) =ran (M"). Los planos se cortan en una recta.
Los planos se cortan en una recta cualquiera que sea el valor de a (aunque no sea
siempre la misma recta).
Estudia la posicion de los siguientes planos segin los valores de m:
X+ y =1

my+ z=0
x+(A+my+mz=m+1

X+ y =1 1 1 0 1
my+ z=0 =10 m 1 0
x+A+my+ mz=m+1 1 1+m m m+ 1
I
M

e Si m =0, queda:

1 1 0 1
0 01 0] EI 1° y el 3° son el mismo plano; el 22 los corta. Por tanto, se
1 10 1/ cortan en una recta.

eSi m=1, queda:

1101
M={0 1.1 0
1.2 1|2
I [
M
11
Do 1D=1¢Oy [M|=0 - ran (D=2
11
[E 1 OH=1¢0 - ran (M) =3
2 2

Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningiin punto comun a los tres.

eSi m#0 y m#z1 - ran (M =ran (M) = 3. Los planos se cortan en un punto.

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio e
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Halla la ecuacion de la recta » que pasando por el punto P(2,0,-1) cortaa

las rectas:
x—2 -2 z+1 Ox + +4=0
: _r-2 oy XY

ST ] 1 5 y-3z+3=0

Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

=2+ 2\ =-1-3A
Sy =2-A Sy =3+ 3\
z=-1+A =A

La recta 7 estd determinada por los siguientes planos:

-2 y z+1

a: contiene a la recta s; y al punto P HC 2 -1 1 =0
0
-2 y z+1

B: contiene a la recta s, y al punto P H(—S 3 1 =0
-3 3 1

Ux—-2z-4=0
"

Asi, 7
x+3z+1=0

)

Dados los planos: Ttax+y+z=a y T:x—ay+ az=-1 comprueba que se
cortan en una recta para cualquier valor de a. Obtén el vector director de
esa recta en funciéon de a.

TLax+ y+ z=a
m: x—ay+az=-1

D? _ZD =—a’-1=—a?+ 1) #0 para todo valor de a.

Por tanto, ran (M) = 2 para cualquier valor de a; es decir, los planos se cortan en
una recta (cualquiera que sea el valor de a).

e Vector direccion de la recta: (a, 1, 1) x (1, —a, a) = Qa, 1 — a?, —a*> - 1)

Considera estas rectas:

x= 3+ A
r:[Jy=-1+2\
z= 2+ A 0

S.D4x+5y +7 =0
H 3y—4z+7-m=0

a) Calcula el valor de m para que estén en un mismo plano.

b) Escribe la ecuaciéon de dicho plano.

) d(1, 2,1
a —
d = (4,5, 00 % (0, 3, —4) = (=20, 16, 12) // (=5, 4, 3)

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio @



Como las rectas no son paralelas ni coincidentes, para que estén en un mismo
plano se han de cortar en un punto. Imponemos esta condicion. Para averiguar
el punto de corte, sustituimos las coordenadas de un punto de » en las ecua-
ciones de s y resolvemos el sistema:

43 +N) +5(-1+20)+7=0 - 14N +14=0 - A=-1
PBE1+20)-42+MN+7-m=0 - 2A=4-m=0 - 6-m=0 - m=-0

Por tanto, para que las rectas estén en un mismo plano, ha de ser m = 6.

b)Si m = -6, las rectas se cortan en el punto (2, =3, 1) (lo obtenemos haciendo
A = -1 en las ecuaciones de 7).

El plano que buscamos pasard por ese punto y serd paralelo a (T; ya 5: Lue-
20, un vector normal al plano sera:

(1,2, Dx(=5,4,3)=(2,-8, 149 - n(l,—4,7)

La ecuacion del plano es: 1(x—2) —4(y +3) + 7(z - 1) =0

X—4y+7z-21=0

O x-3y +6=0 Ox—-2ay+4a-1=0
554 Dadas la rectas r: Eax _32+3=0 Y 2y— z—4=0

.

a) Averigua si existe algin valor de a para el cual las rectas estin conteni-
das en un plano. En caso afirmativo, calcula la ecuaciéon de dicho plano.

b) Determina, cuando sea posible, los valores de a para los cuales las rectas
son paralelas y los valores de a para los que las rectas se cruzan.

a) Obtenemos un vector direccion de cada una de las rectas:
d:(1,-3,0 % (a,0,-3)=(9,3,3a) // 3,1, @) =d,
d: (1,-2a,0) x (0,2, -1) = 2a, 1, 2) = d.

Las coordenadas de los dos vectores no son proporcionales para ningtn valor de
a; por tanto, las rectas no son paralelas ni coincidentes. Para que estén en un
mismo plano, se han de cortar en un punto.

Obtenemos un punto de cada una de las rectas:

rx=0 - y=2 z=1 - P02 D

s:y=0 - z=-4 x=1-4a - P -4a,0,-4

PP'(1 - 4a, =2, -5)

Para que las rectas se corten, los vectores J;, (T: y PP' han de ser coplanarios:

3 1 a
DZ@ 1 2D=a—1=0 > a=1
—4a -2 -5

Si a =1, las rectas son secantes, y, por tanto, estin contenidas en un plano.

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio é



El plano serd paralelo a (3, 1, D y a (2, 1, 2). Un vector normal al plano sera:
n=@3,1,1x(21,2 =4 D.
Un punto del plano es, por ejemplo, P(0, 2, 1). Asi, la ecuacion del plano es:
1x-0) -4y -2+ 1(z-1D =0
x—4y+z+7=0
b) Por lo obtenido en el apartado anterior, sabemos que:

e No hay ningln valor de a para el que las rectas sean paralelas.

e Si a#1, las rectas se cruzan.

CUESTIONES TEORICAS

55

56

57

Demuestra que la ecuacion del plano que corta a los ejes de coordenadas en los
puntos A(a, 0,0), B(0,b,0) y C(0,0, ¢) puede escribirse asi:

£+l+z=1

a b c
e Si sustituimos las coordenadas de los puntos A, B y C en la ecuaciéon dada, ve-
mos que la cumplen.

e Por otra parte, para ver los puntos de corte con los ejes de coordenadas del pla-
no dado, hacemos lo siguiente:

—corteconeleje X - py=2=0 - x=a - Aa 00
—corteconeleje ¥ - x=2=0 - y=b - B b0

—corteconeleje Z - x=y=0 - z=c - 0,0, 0

Un plano queda determinado por un punto A y dos vectores u y v. ¢Qué
condicion tienen que cumplir u y v para determinar un plano?

Tener distinta direccion.

Explica como se obtienen las ecuaciones paramétricas de un plano del que se

conoce la ecuacion implicita. Aplicalo al plano x +2y—z—1=0.

Hacemos, por ejemplo, y =A, z = y despejamos x.

En el caso del plano x + 2y —2z—-1 =0, quedaria: x=1-2y + z; es decir:
=1-2\+

=A son sus ecuaciones paramétricas.

=H

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio @
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x—4 +3 =z-1
¢Cuales son las ecuaciones implicitas de la recta -7 = ?

0 0 2
%x—4=0
Oy +3=0

¢Qué posicion relativa deben tener dos rectas para que determinen un plano?

Paralelas o secantes.

Sean T, y T, dos planos paralelosy 7, y 7, dos rectas contenidas en T, y
T,, respectivamente. ;Podemos asegurar que 7, y r, son paralelas?

No. Pueden ser paralelas o cruzarse.

Las rectas » y s se cruzan. Si hallamos el plano que contiene a 7 y es pa-
ralelo a s, y el plano que contiene a s y es paralelo a », ;como son entre
si esos planos?

Paralelos.

Sean A(x,,y;,z,) Y B(x,,y,, z,) dos puntos del plano ax + by + cz+d=0.
Prueba que el vector AB es perpendicular al vector n(a, b, c).

U Sustituye las coordenadas de A y de B en la ecuacion del plano y resta las igual-
dades que obtienes.

A0t - otx1+by1+czl+d=OD

Bt - ax,+ by, +cz,+d=0]
Restando, obtenemos:

alx, —x) + by, —y) + c(z, — z) = 0; es decir:
(@, b, ) AB=0 - n-AB=0

Por tanto, AB es perpendicular a 1.

Dados una recta r: %‘”“’ by+cz+d =0

Hax+by+cz+d=0 yunplano a"x+b'y+c'z+d"=0,

¢qué significa geométricamente que el sistema que se obtiene juntando las
ecuaciones de la recta y el plano sea incompatible? ;Y si es compatible inde-
terminado?

Si el sistema es incompatible, significa que la recta y el plano son paralelos. Si es
compatible indeterminado, significa que la recta estd contenida en el plano.

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio é



64 Indica qué condicion deben cumplir a, b, c y d para que el plano
ax + by + cz+d=0 sea:

a) Paralelo al plano OXY.
b) Perpendicular al plano OXY.
c) Paralelo al eje Z.

d)No sea paralelo a ninguno de los ejes.

Aa=b=0, c£0, d£0
b)c=0

Ac=0 d#0

dDa#0, b#0, c#Z0

PARA PROFUNDIZAR

65 Dados el plano T: ax +y+z+1=0 y las rectas:
r.lilx=1 r.Dx=2 r.Dx=3
1'%};:2« 2'%)}:22' 3'%3}:32’
Calcula el valor de a para que los puntos de corte del plano con cada una
de las rectas estén alineados.

U Halla, en funcion de a, los puntos de corte P, Q y R. Expresa después la de-
pendencia lineal entre los vectores PQ y QR.

Hallamos los puntos de corte del plano con cada una de las tres rectas:

T con 7y a+2z+1=0 o Z=—12—a
P(l,‘l‘“,—l—d)
2 2
T con 7y 20+3z+1=0 - Z=—1;2a
~2 - 4a —1—2a)
2, ,
o 5%, 15
T con 73 3a+4z+1=0 o Z=—1;3a
-3 —9a —1—3(,1)
R
(3’ 4 0 4

- -
Los vectores PQ y QR han de tener sus coordenadas proporcionales:

= -1 -5a 1—a) —'( -1-1la 1-a
rol1, =24 ; OR|1, =4
Q(a 6 ) 6 7Q ) 12 ) 12

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio @




“loba _Zl-lla - 5 jpu=d-1la - a=1
6 12

l—a _1-a

6 12

Por tanto, a = 1.

66 Halla la ecuacion de la recta que pasa por A(1, 1, 1), es paralela al plano

Oa =
TEx—y+z—3=0 ycorta larecta s: Dx !
=3

e Como corta a s, pasard por el punto P(1, 3, K) para cierto valor de K.
e Como pasa por A(1,1, Dy por P(1, 3, K), un vector direccion es: ATD(O, 2, K—1).

e Como ha de ser paralelo al plano T serd perpendicular al vector normal de T,
n (1, -1, 1). Por tanto:

AP T ==2+K-1=0 - K=3 esdecir: AP(0,2,2)//(0, 1, 1)

e Las ecuaciones de la recta son:

=1
=1+A
=1+A

PARA PENSAR UN POCO MAS

67 Puntos interiores en un segmento

Dividimos el segmento PQ en cinco partes iguales y situamos el punto V a
dos unidades de P y tres de Q. ¢;Cuales son las coordenadas de V? Para ha-
llarlas procedemos asi.

—

Llamamos p =OP, q = 0Q

WL 2 e . 2. ol 3L 2

oV=pD+2P0=p+=2(q— =235+ 2
pr_oPe=p+_(qa-p)=_ P+ 4

a)Si P(4,-1,8) y Q(-1, 9, 8), halla las coordenadas de V.

b) Obtén las coordenadas de un punto W situado en el segmento PQ del si-
guiente modo: se divide el segmento en 7 partes iguales y situamos W a 2
de P. Aplicaloa P(2,11,-15), Q(9,-3, 6).

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio @



c) Demuestra que si dividimos el segmento PQ en m + n partes y situamos
X a m unidades de P, las coordenadas de X son:

n . m
q

+
m+np m+mn

d)Demuestra que si 0 <a <1, entonces (1—0) p + 0q es un punto de PQ.

@xu:%(a_Ls>+§w;LQS)=@,a8)

b) Razonando como en el caso anterior, llegamos a:

O +—P = — = _ +
W=p > Q=p+ 7(qrﬁ - PT=dq

Si consideramos el caso P(2, 11, -15) y Q(9, -3, 6), entonces:

=%@1149+—@—3@—@7—@

¢) Razonando como en los casos anteriores, tenemos que:

— _ m —
OX PO = -
—PQ=p+ m+n<q P
_(_ m )~+ m_ge_"_ 5, _Mm &
m+n m+n m+n m+n

d) Llamamos d = |P§| . Sea X un punto del segmento PQ que esté a una dis-
tancia ad de Py (1-o)d de Q. (Como 0<a <1, entonces 0<0d < d,
luego X pertenece al segmento PQ).

Razonando como en los apartados anteriores, tenemos que las coordenadas de
X son:

%_’ %q, es decir, (1-a) p+aq

Por tanto, este punto (que es X) es un punto del segmento PQ.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 0



PROBLEMAS METRICOS
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Diagonal de un ortoedro
DV2+12+22=v9 =3

D V4% + 122 + 3% = V169 = 13

oD V72 + 42 + 52 = V90 = 9,49

Distancia entre dos puntos

PO=VG-12+(G-37+(T-67% = V&2 + 22+ 12 = V21 =458
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Distancia de un punto a una recta

= Siguiendo el proceso anterior, halla la distancia del punto P(8, 6, 12) alarecta 7:

x =2
r:y=1-— A
Oz=7+2A

Describe el proceso que seguirias para hallar la distancia de un punto P aun
plano T, de modo que, finalmente, se reduzca al calculo de la distancia entre
dos puntos.

e Ecuacion del plano TU que contiene a P y es perpendiculara 7:
0-(x-=8)-1-(p-06+2-(z-12)=0; esdecir, Tt =y +2z-18=0
e Punto, Q, de cortede r y Tt
-(1-MD+2(7+20)-18=0
-1+A+14+410-18=0
SA-5=0 - A=1
El punto es Q(2, 0, 9).
e Calculamos la distancia:

dist (P, ) = dist (P, Q) = |PO| = | (=6, =6, —3)| = V36 + 36 +9 = V81 =9

Unidad 7. Problemas métricos 0



Distancia de un punto a un plano

= Halla, paso a paso, la distancia del punto P(4, 35, 70) al plano Tt 5y + 12z—1=0

M — Hallamos la ecuacion de la recta, 7, que pasa por
P y es perpendicular a TU

A 0 — Obtenemos el punto, Q, de interseccion de » y Tt

— La distancia de P a Tt es igual a la distancia entre
Py O

Para el punto y el plano dados:

e Recta, 7, que pasa por P y es perpendiculara Tt

x=4
r: =35+ 5A
z=70+ 12\

e Punto, Q, de intersecciéon de r y Tt
535+ 5M) + 12(70 + 120) =1 =0
175 + 25A + 840 + 144A -1 =0
169N +1014=0 - A=-6

El punto es Q(4, 5, -2).

e Calculamos la distancia:

dist (P, T0 = dist (P, Q) = |PO| = |0, =30, —72)| = V900 + 5184 = V6084 = 78
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1. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (1, 0, 7) y es per-
pendicular al plano 5x—3z+ 4 = 0.

El vector normal al plano, @' (5, 0, —3), es un vector direccion de la recta » que bus-
camos. Por tanto las ecuaciones paramétricas son:

x=1+5A
7 =0
z=7-3A

2. Halla la ecuacion implicita del plano que pasa por (1, -3, 5) y es perpendicular
a la recta:

x=2 _y+7 _ z
5 -6 1

Unidad 7. Problemas métricos 0



Si el plano que buscamos, Tt es perpendicular a la recta dada, un vector normal al
plano es el vector direccion de la recta: (5, -6, 1). Por tanto, la ecuacion de Ttes:

S5@-D-6@p+3)+1(z-5=0 - 5Sx-6p+z-28=0
3. Halla la ecuacion del plano paraleloa 5x—y + 4 = 0 que pasa por (1, 0, —3).

Si son paralelos, el vector normal es el mismo, (5, =1, 0). Por tanto, la ecuacién del
plano que buscamos es: 5(x-1D—-y+0(z+3)=0 - 5x-y-5=0

4. Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta r y que pasa por (5,7, —2).

x=3+5A\
r: [Jy=-1+2A
z=4—06A

Si el plano que buscamos, Tt es perpendicular a 7 un vector normal al plano es el
vector direccion de la recta: (5, 2, —6)

Por tanto, la ecuacion de T es:

SE=9+2@+7D-6EZ+2)=0 - Sx+29y-6z-23=0
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5. Halla la ecuacion del plano T que contiene a » y es paralelo a s:

x=5+A x=4+3\
r: Qy=-1 st y=3-A

z=8+ 2\ zZ=5+4A

El plano pasa por (5, -1, 8) y es paralelo a (1, 0, 2) y a (3, -1, 4). Un vector normalal
plano es:

(1,0,2) x (3, -1, 4 = (2, 2,-1)
La ecuacion del plano es: 2(x —5) + 2(y + 1) — 1(z — 8) = 0; es decir: 2x + 2y — 2 =0

6. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta paralela a » que pasa por

P(O, -1, _3):

r. BX—=5y+72-4=0
x—2y+ z2+1=0

Un vector direccion de la recta es: (3, =5, 7) x (1, =2, 1) = (9, 4, =1)

x = 9A
Las ecuaciones paramétricas son: = —1 + 4A
z=-3-A

Unidad 7. Problemas métricos o
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2
1. Calcula el angulo que forma la recta: X2 .. con el plano
x+3y—z+1=0.

Llamamos 90° — a al angulo formado por las direcciones de d y i sin tener en
cuenta sus sentidos.

d7,-1,3 //r 18Q,3, - 0t

ld-dl _7-3-3] 0 1 039

cos (90° — ) =
Mo mo Vso-Vil o V649

90° —a =87°45"1" - o =2°14'59"

2. Determina la ecuacion de la recta » que pasa por el punto 4 y es perpendicu-
lar al plano Tt

A@3,0,-1) T2x—-3y—2+1=0

Un vector direccion de la recta es el vector normal al plano: (2, =3, —1).

x=3+ 2\
Las ecuaciones paramétricas de 7 son: = -3\
z=-1-A
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1. Halla razonadamente la distancia de P(5, 6, 6) alarecta r: (5\, 2—A\, A).

Hazlo por cada uno de los tres métodos aprendidos.
= Solucion, obteniendo previamente el punto P’

e Plano, T{ que pasa por P vy es perpendiculara 7:

e 5x=5)-1(-06)+1z-0) =0
P’: ..... >

es decir: TESx—py+2—-25=0

e Interseccion, P, de Ty r
56M -2 -M+A-25=0
25A=2+A+A=25=0
270 =27=0 - A=1

El punto es P'(5, 1, D.

Unidad 7. Problemas métricos 0



e Distancia entre Py 7t

dist (P, ) = dist (P, P') = |PP'| = |(0, =5, =5)| = V50 = 5V2 = 7,07

m Segundo método:

R(5A, 2 — A, N) es un punto genérico de la recta 7.
El vector R;(S —5A, 4+ A, 6-XN) es variable.

El vector que nos interesa es perpendicular a la recta.
Por tanto, cumple:

G,-1, D “RP = 0; es decir:
55-5M)-1G+M)+16-N=0
25-25A—4-A+6-A=0

27A+27=0 - A=1

El resto, es igual que con el método anterior.
= Solucion directa a partir del producto vectorial:

Area _ |RPx d|
Base EHD

e dist (P, r) =

PG, 6,6
.

RP x d=(5,4,6) x(5,-1, 1) = (10, 25, —25)

-~ |RP x d| = V100 + 625 + 625 = V1350
ds, -1, 1

|d|=v25+1+1 =v27

Al _ -
350 _ V50 =5V2 = 7,07
V27

dist (P, r) =
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2. Halla la distancia del punto P(8,5,—-6) al plano Tt x + 2y —2z+3=0.

8+10+12+3| _ 33

diSt(P,T[)=| = =
V1+4+4 3

=11u

3. Halla la distancia de los puntos Q(3, 0,3) y R(0, 0, 0) al plano del ejercicio
anterior.

=1

Unidad 7. Problemas métricos 6
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4. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante cada uno de los tres mé-

todos aprendidos:
x =13+ 12\ x=6
r:y= 2 s:Oy=6+yp
z= 8+5A z=-9

m  Primer método:

Hallamos el plano, T, que contiene a r y es paralelo a s:

(12,0,5//rd o
0,1,0//s E (12, 0,5) x (0, 1, 0) = (=5, 0, 12) Ot

El punto (13, 2, 8) es de r, y, por tanto, de Tt
Ecuacion de 1 —5(x —13) + 0(y — 2) + 12(z — 8) = 0, es decir:
—Sx+12z-31=0

dist (r, $) = dist (s, T0 = dist [(6, 6, —9), 7§ = /20— 108 = 31| _ 169 _ 5
V25 + 144 13

m Segundo método:
Punto genérico de 7 R(13 + 12\, 2, 8 + 5N)
Punto genérico de s: S(6, 6 + |1, =9)
Un vector genérico que tenga su origen en 7 y su extremo en § es:

RS = (=7 — 12\, 4 + [, =17 — SA)

De todos los posibles vectores RS, buscamos aquel que sea perpendicular a las dos
rectas:

0O —
BRS‘(lZ, 07 S)=O — —169)\—169=0 — )\=—1
ORS-(0,1,00=0 = 4+p=0 ERT——

Sustituyendo en 7 y en s, obtenemos los puntos R y S R(1, 2, 3), S(6, 2, -9).

dist (r, s) = dist (R, S) = | (5,0, -12)| = V25 + 144 = V169 =13
m Tercer método:

dist (7, $) = Volumen del paralelepipedo _ |[Rf: d; d1|
Area de la base mxdn

R(13, 2, 8) daz, o, 5)
5(6, 6, -9) d(o, 1, 0

RS(=7, 4, <17)
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oo 7 4 =17
RS, d, d'] = DIZ 0 5 H =-169 - Volumen = 169
0O 1 O

|d xd'|=](5,0,12)| = V25 + 144 = V169 =13

Por tanto: dist (r, s) = @ =13

13

5. Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante tres métodos distintos:

x= 5A x=5+7u
riy=2-A\ s:fy=1-5p

z= A z=1-5u
= Primer método:
Hallamos el plano, T{ que contiene a 7 y es paralelo a s:

G,-1, D/ r 0
e -1,1 -5, -5) = (10, 32, —18 16. —9) Ot
. -5 —5) /55 & 7L DX 7 =5, -5 = 0,32, -18) //5, 16, -9)

El punto (0, 2, 0) es de 7, vy, por tanto, de TU

Ecuacion de T& 5(x—0) + 16(y —2) —9(z - 0) = 0, es decir:
5x+ 16y —9z—32=10
|25 +16 -9 — 32| -0

dist (r, s) = dist (s, 7O = dist [(5, 1, 1), T1 =
V25 + 256 + 81

(Las rectas 7 y s se cortan).

m Segundo método:
Punto genérico de 7 R(5A, 2 — A, M)
Punto genérico de s: S5 +7l, 1 =54, 1 — 5)
Un vector genérico que tenga su origen en 7 y su extremo en s es:

RS=(5+7H—5\ 150+ 1—5H-\)

De todos los posibles vectores RS, buscamos aquel que sea perpendicular a las dos
rectas:

RS+(5,-1,1)=0 = 27+354—27A=0 - H=0
RS+ (7,-5,-5)=0 — 35+99H—35A=0 —» A=1

Sustituyendo en 7 y en s, obtenemos los puntos R y S R(5,1, D, S5, 1, D.
dist (r, s) = dist (R, S) = 0

Unidad 7. Problemas métricos 0



= Tercer método:

dist (r, s) = Volume/n del paralelepipedo _ “Rf’ d;d'”
Area de la base mxdo

R0, 2, 0) de, -1, D
S5, 1,1 d(7, -5, -5)

RS(5, -1, 1)
R -1 1
RS, d, d'] = -1 1 D =0 (las dos primeras filas son iguales).
-5 -5

Por tanto: dist (r,s) =0
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6. Calcula la distancia entre la recta y el plano:

r«(1-3\,2+A\1-7A) Tex+3y=0

d3,1,-D/r0 . L
. O den=-3+3=0 0O d0On O r/m
n(l, 3,0 00 O

Puesto que la recta es paralela al plano (o, acaso, contenida en €D, la distancia de »
a T se obtiene calculando la distancia de cualquier punto de » a Tt

dist (r, ) = dist [(1, 2, 1), Tl = I ——= = — =221
Vi+9 V10

7. Calcula la distancia entre los planos: Tt y—5z+4=0 y T:2y—10z=0

Los planos son paralelos, pues sus coeficientes son proporcionales. Por tanto, la dis-
tancia entre ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro:

P(0,5, 1D esun punto de TU. Por tanto:

Bos+dl 4 o5

dist (7L V) = dist (P, TO) =
V1 +25 V26
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1. Calcula el area del triangulo que tiene sus vértices en estos puntos: A(1, 3, 5),

AB1,2,3 O -
. 0 ABx AC = (=26, 28, —10)
AC(4, =2, -16)[]

|AB x AC| = V267 + 282 + 102 = V1560

Area del tridngulo = = 19,75 u?

Unidad 7. Problemas métricos o
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2. Calcula el volumen de un tetraedro cuyos vértices son A(2, 1, 4), B(1, 0, 2),

C(4,3,2) y DQ,5,6).

AB(-1,-1, -2 L

- o - - -

AC(2,2,-2) 0O [AB, AC, AD]=||2 2 —2H=—3o
— g 1 4 2
AD(-1,4,2) [

Volumen = % =5u’
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1.

Halla el L. G. de los puntos que equidistan de:
a)A(4,-1,7) y B(=2,5,1)
b)ltx+y+z-2=0y M:x—y+2z-2=0
OTtx—3y+2z-8=0y M:x—-3y+2z=0

a) dist (X, A) = dist (X, B)

V-2 + @+ D2+ (@-7% =Vx+ 22+ (p-52%+ (z—1)?

X2 —8x+ 16+ )2+ 2+ 1+ 22— 14z +49 =x? +4x+ 4 +)> — 10y + 25+ 22 -2z + 1

120+ 12y —122+36=0 - x—y+2z-3=0

Es el plano mediador del segmento AB.

b) dist (X, TO = dist (X, T0)

lx+y+2-2] _ |x-—y+z2-2]

Dos posibilidades:
V3 V3

ex+y+z—-2= x-y+z-2 - 2=0 - »=0

ex+y+z-—2=-x+y—2z+2 o 2x+22-4=0 - x+z-2=0

Son los planos bisectores de los angulos diedros formados por T y 7. Los dos pla-
nos obtenidos se cortan en la recta r determinada por los puntos (1, 0, 1) y (0, 0, 2),
al igual que T y TU. Ademas, son perpendiculares, pues (0, 1, 0) - (1, 0, 1) = 0.

o) dist (X, 10 = dist (X, 1)

|x—3y+22-8| _ |x—3y+2z|
V1+9+4 V1+9+4

Dos posibilidades:

ex—-3y+2z-8= x-3y+2z - -8=0 - Imposible.
ex—3Y+2z-8=—x+3y-2z - 2x-06y+4z-8=0 -

xX=3y+2z-4=0

Los planos Tt y TU son paralelos. El plano obtenido es también paralelo a ellos.

Unidad 7. Problemas métricos
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2. Averigua si x? + y% + 22+ 2x—10y + 25 = 0 corresponde a la ecuacion de una
esfera, y halla su centro y su radio.

2 2 2 .
VT ) 5] - pm s

Es una esfera de radio 1. Su centro es (-1, 5, 0).

3. Halla el radio de la circunferencia en la que el plano 4x—-3z—-33=0 cortaala
esfera (x—2)%+ (y +5)% + 2% = 169.

La esfera tiene el centro en Q(2, -5, 0) y su radio es R = 13.

La distancia de Q al planoes: d = 1—=—"1 == =5

V16 +9 5
Por tanto: = VRZ — d? = V169 — 25 = V144 = 12

El radio de la circunferencia es 12.

4. Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya suma de cuadrados de
distancias a 0(0, 0, 0) y Q(10, 0, 0) es 68. Comprueba que se trata de una es-
fera de centro (5, 0, 0) y radio 3.

2+ 2+ 2D+ [(x =102 + )2 + 2% = 68
x%+p%+ 22+ x% - 20x + 100 + p? + 2% = 68
2%+ 2p% + 222 = 20x + 32 =0
x*+p?+ 22 -10x+16=0
x?—10x+25+)*+22-9=0
(x=5)72+y*+22=9

Es una esfera de centro (5, 0, 0) y radio 3.
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5. Halla el L. G. de los puntos cuya suma de distancias a F(0,0,5) y F'(0, 0,-5)
es 26.

dist (X, ) + dist (X, F) = 26

Va2 + 2+ (2 =52 +Vx?+ )2 +(z+ 572 =26

Va2 + )2 +(z=5)2 =26 Vx? + )% +(z+5)?

X2+ 92+ (z=5)2=0676 + x2 + y? + (2 + 52 =52 Vx? + p? + (2 + 5)*

2VXZ+ )2+ (2 +5)2 =676+ )+ Y+ L+ B+ 102 ) -y — £ — 25+ 10z
52 Vx? + y% + (z + 5)% = 20z + 676
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13 Va2 + y? +(z + 5)? =5z + 169

169 [x? + 2 + (z + 5)2] = 252% + 1690z + 28561

169 [x? + 2 + 2% + 10z + 25] = 252% + 1690z + 28561

1692 + 169y% + 16922 + 1690% + 4225 = 252% + 1690z + 28561
169x% + 169y% + 14422 = 24336

R 2

+ = =1

144 144 169

Es un elipsoide.

6. Halla el L. G. de los puntos cuya diferencia de distancias a F(5, 0, 0) y
F'(-5,0,0) es6.

| dist (X, F) - dist (X, F))| = 6

V=52 +p? + 22 —Vx + 52+ p? + 22 = 16

V=32 + 92+ 22 =26 + V(x + 5% + y? + 22

X2 —10x+25+ 9%+ 22 =36+ (x+3)2+ 2 + 22 + 12 V(x + 5)? + 2 + 22

K—10x+ 28+ )2+ =36+ +10x+ 25+ 2 + 22 £ 12 V(x + 5)? + p* + 2*

12 V(x + 352 + 2 + 22 = 20x + 36

3V + 5% +y*+22=5x+9

9lx? + 10x + 25 + p? + 2% = 25x2 + 90x + 81
Ox% + 904 + 225 + 9p* + 922 = 25x% + 90K + 81
—16x2% + 9)% + 922 = 144

9 16 16
Es un hiperboloide.

7. Halla el L. G. de los puntos que equidistan del plano x + % = 0 vy del punto

(l, 0, 0). ¢A qué se parece la ecuacion obtenida?

4

1

dist (X, F) = dist (X, 0, donde Tt x + % -0y F(Z, 0, 0).

V=g eoresope il

2

x=y>+z

Es un paraboloide. Su ecuacion es muy similar a la de una pardbola.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

wn N

Estudia la posicion de las rectas » y s y halla el angulo que forman:

|:| _ - X = 3)\
r:l:lx Y 13 ss[Qy= 1+2A
> =—14 + 5\

O
<
-+
N
[

d,=(1,-1,0%x (0,1, D =(1,-1,1; PG,0,15

dy=(3,2,5; P(,1,-14)

PP/(=3, 1, -29)
-1 313 13

|M'| = D»lZ 1 D =0; D—l ZD =1#0. Las rectas se cortan en un punto.
1 5 -29

@ - do 0

= =0 - a=90°
odmdo  olmdo

El angulo que forman es: cos a =

Hallar, en cada caso, el angulo que forma la recta y el plano:

== =— Ttx—2y—z+1=0

b)r:x=A, y=1+2\, z=-2 T2x—py+2=0

=22 = T x+z=17

) d(=2, 4, 2); A1, -2, -1

d-d 2-8-
|H n| _ | 2_8 _2| =£=1 o 9OO—G=O N a=900
dma O V24 - V6 12

cos (90° —a) =

Observacion: Los vectores d y n tienen la misma direccion; luego la recta y el
plano son perpendiculares, es decir, a = 90°.

b)d(1, 2, 0); [A(2, -1, 1)

cos(90° —o) = — 1~ 12=2%0] _ | 9po_g=90° - a=0°

Unidad 7. Problemas métricos Q



o d2, 1, D; a1,0, D

"o 2+1] _ 3 3 v

|
Mmig V6-v2 V12 2v3 2

cos (90° —a) =

—

Lo

- 90°—0a=30° - a=060°

3 Calcula el angulo que forman los planos 0: =3 y B: x—y + 2z + 4 =0.

g0, 0, 1; fig(1, -1, 2)

=2

m 0
cosa=—2 "B _ 2 _0816 - a=3515 52"
My

Magd  1V6

=2}

4 Halla el area de cada uno de los triangulos:
a) A(zy 7’ 3), B(19 _59 4)9 C(7, 0, 11)
b) A(S, _7, 4)’ B(_l’ 29 5)9 C(_59 11, 6)

Justifica la solucion del segundo.

Q) AB(-1,-12, 1); AC(5, -7, 8)

C |AB x AC| _ | (=89, 13, 67) | _ V12579

~ 2
5 P > 56,08 u

b) AB(—4, 9, 1); AC(-8, 18, 2)
Las coordenadas son proporcionales, luego los puntos estian alineados:

— —

|AB x AC|=0

5 Calcula la distancia del punto dado a la recta, en los siguientes casos:

= -5+ 4A
a)P(0,7,0); r: = 5+ A
=-10 + 3\

+1
B)P(,0,0); rix—1=2

=z

0
0
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a) R(=5,5,-10) Or, d4,1,3)//r
RP(5, 2, 10)
RP xd=(5,2,10) x (4, 1, 3) = (-4, 25, -3)

Area _ |RP x d _ V650 —

dist (P, r) = =25 =
ist (P, 1) Base xin V26 5=53
b)) R(1,-1,0 0r d1,2, 1D //r
RP(0, 1, 0)
RP xd=(0,1,0x(1,2,1)=(1, 0,1
dist (p,yy = Area _ [RPxd| V21 ooy

Base [HI] % - V3
© RO,0, D Or dO,0,1)//r
RA(1, 2, 2)
RAxd=(1,2,2%x(0,0,1=(2,-1,0

Area _ |RA x d| =\/_§

=5 =224
Base KN 1 > ’

dist (A, r) =

6 Calcula la distancia entre las rectas, estudiando antes su posicion relativa:
x =13 + 12\ x= 6
r:y= 2 s lly= 6+ Mt
z= 8+ 5\ =-9

d.(12,0,5); P(13,2,8)
d,0,1,0); P'(6,6,-9

PP'(=7, 4, -17)

2 0 -7

0 1 4]|=-169#0 - Las rectas se cruzan.

5 0 -17

dist (r, $) = V()lumzn fiegip?raé?l?pfped<) _ leevd, d)f C 518912) )

rea de la base o x d.0 [ (=5, 0, 12)]
L6 169 g
V19 13

7 Calcula, en cada caso, el volumen del tetraedro con vértices:
a)(2,1,4); (1,0,2); (4,3,2) (1,5,6)
b)(4, 1, 2); (2,0,1); (2,3,4); (6,5, 1)
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a) AQ2,1,4) B(,0,2) C4,3,2) D(,5,06)

AB(~1, -1, =2) AC(2, 2, =2) AD(1, 4, 2)

-1 -1 =2 1
U? 2 —ZH =-30 - Volumen = < <30 =5ud
1 4 2

b) A4, 1,2) B(2,0,1) C2,3,4) D(,5,1)

AB(=2, -1, =1) AC(=2, 2, 2) AD(2, 4, 1)

-2 -1 -1 .
D1 2 2H=50 N Volumen=€'50=5u3
2 4 -1

8 cCalcula el area total y el volumen del tetraedro de vértices:

A(29 3a l)a B(4a 19 _2)’ C(G’ 3s 7)s D(_S’ _4a 8)
e Area del tridngulo ABC:
AB x AC = (2, =2, =3) X (4, 0, 6) = (<12, 24, 8)

4B x AC| _ V784 _ 28

2 2 2
o Area del tridngulo ABD:

=14 u?

Area =

AB % AD = (2, =2, =3) X (=7, =7, 7) = (35, 7, —28)

|ABx AD| _ V2058
2 2

e Area del tridngulo ACD:

Area = = 22,68 u?

AC % AD = (4, 0, 6) x (=7, =7, 7) = (42, =70, —28)

|ACx AD| _ V7448
2 2

Area = = 43,15 u?

e Area del tridngulo BCD:
BCx BD = (2, 2,9) x (=9, -5, 10) = (65, —101, 8)

|BCx BD| _ V14490

= 1 2
5 5 60,19 u

Area =

o Area total = 14 + 22,68 + 43,15 + 60,19 = 140,02 u?

e Volumen: AB(2, -2, -3) AC(4,0,6) AD(=7,~7.7)

2 -2 3 6
4 0 6H =308 - Volumen = 306 - 51,33 ud

7 -7 7 6
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9 Calcula la minima distancia entre los siguientes pares de rectas:

S
=—4 -2\ x=5-3u x=1+ A 0
a)E =_5+ 2\ Ey=4—p. b)Ey=1—2>\ g2x -3y +2

z=-1-3\ z=5-5 z=5-7A
a) d(=2,2,-3); P(—4, -5, 1)

d'(=3,-1,-5); P'(5,4,5)

PP'(9,9, 6)
-2 -3 9
DZ -1 9D =-78# (0 - Las rectas se cruzan.
3 5 6
dist = Volumen del paralelepipedo _ [lPP, d, d] _ 78 _
Area de la base dxdn | (=13, -1, 8) |
ECEE
V234

b) d(1, -2, -7); P(1,1,5)

d:(2,-3,00x(3,-1,0=(0,0,7)//(0,0, 1 =d; P'(—%, é 0)

P?/(—ﬁ _3 —5)
77 77

1 0 -8/7 1
D:Z 0 —3/7H = 79 #0 - Las rectas se cruzan.
7 1 -5
disy = Yolumen del paralelepipedo _ |[PP! d, d'| 19/7 _
Area de la base dxdn [(=2, -1, 0]
_ 197 1,21
V5

10 Calcula la distancia entre las rectas:

x =13+ 12\ x=6
r:y= 2 s:[Jy= 6+

z= 8+ A =-9

dividiendo el volumen de un paralelepipedo entre el area de su base.

d (12,0, 1); P(13,2,8)
d.0,1,0); P'(6,6,-9
PP'(=7, 4, -17)
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12 0 1
Uf) 1 0 D =-197#0 - Las rectas se cruzan.

7 4 =17
dist (r. s) = Volumen del paralelepipedo _ |LPP, d;, CTJ| _ 197 _
Area de la base ol x d O |(=1, 0, 12)]
- 97 <1636
V145

11 Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes coordenados y el
S plano: 6x—-5y+3z—-1=0
U Recuerda que V = 1/3 - drea base x altura.

En este caso es muy sencillo obtener ambas por ser un tetraedro con tres aristas
perpendiculares entre si.

Hazlo también utilizando el producto mixto y comprueba que obtienes el mismo re-
sultado.

e Hallamos los vértices:

1 1
X = =0 — z = — — A(0,0,_)
Y 3 3
y=z=0 - x=% - B(%,0,0)
1 1

x=z=0 - =-—= - C(O,——,O)
YT 5

0(0, 0, 0)

e Calculamos el volumen:

.l(l.l.l) 1o

-1 -1
=3 2\3 %6 35/ 50"

¢ Lo calculamos utilizando el producto mixto:

1 1 0 0 1/3 .
V=€|[OA,OB,OC]|—|€D1/6 0 0D|=Tus
0 -1/5 0 540

+ -4
12 Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta sz = yT = %
S

Yy que pasa por el punto (-1, 1, 0), y calcula el volumen de la figura limitada
por el plano anterior y los tres planos coordenados.
Un vector normal al plano es n(2, 3, 4).
La ecuacion del plano es: 2(x+ D +3(y— 1D +4(z— 0) =0
2x+3Yy+4z-1=0
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Calculamos los vértices:

1 1
=yp=0 - =— S Al0,0, —
R T (L

1 1
=2=0 - x== - B|=,00
y=z X B (2,,)

N

Pagina 202

13 Determina la ecuacion de la recta que pasa por P(1, 2, 2) y es perpendicular a
las rectas r; y 7,

t —3z—1-= O - =
7‘1=Dx+2y 3z—-1=0 7‘2=D3x y+3z 0

Ox+2y— = =0 0 x+4y -2=0

Obtenemos los vectores direccion de las rectas 7, y 7y
rp(1,2,-3)x (1,2, -1 =4, 2,0 - d,2,-1,0
ry:(3,-1,3) x (1,4, 0) = (=12, 3, 13) = d,

La recta que buscamos ha de ser perpendiculara 7, ya 7,

(2,-1,0) x (=12, 3, 13) = (=26, -52, -12) - d(13, 26, 6)

Como pasa por el punto P(1, 2, 2), sus ecuaciones son:

x=1+ 13\ L y2 ,
=2+ 260 obien === =Z-

z=2+ OA 13 26 6

Esfera

14 Di cuales de las siguientes ecuaciones corresponden a esferas y di su centro
y su radio:

aA)xZ+y2_2x+4y—-8=0
b)2x%2—-2y2+ 222+ 4x-16=0
)2x%+2y?+222+4x-16=0
Dx?+3y2+22-2x2—-4=0
€)3x%+3y%+322+6x-122-3=0
£)3x%+3y%+322+6x-122-30=0
) 2x%+2y%+22% _4x+6y—-3/2=0

Unidad 7. Problemas métricos °



2

a) No tiene término en z*. No es una esfera.

2

b) Los coeficientes de x2, 2, 2% no son iguales, luego 1o es una esfera.

2

©) Los coeficientes de x?, y2, z? son iguales. Dividimos la ecuacién entre 2:

x*+ )2+ 22+ 2x-8=0

(%)Z+(§)z+(%)z—0=1+0+0—<—8)=9 ~ radio=v9 =3

Centro = (—é, —E, —g) =(-1,0,0)
2 2 2
d) Los coeficientes de x?, y2, z? no son iguales, luego no es una esfera.

2

e) Los coeficientes de x?, y2, z? son iguales. Dividimos la ecuacién entre 3:

X2+ 9?2+ 22+ 2x—-4z-1=0

(£)2+(§)2+(£)2—D=1+0+4—(—1)=6 ~ radio = V6
2 2 2

Centro = (—4, _B —Q) -(-1,0,2)
2 2 2
) Los coeficientes de x?, 2, z? son iguales. Dividimos la ecuacién entre 3:

X2+ 92+ 22+ 2x—-42z-10=0

2 2 2 _
(%) +(§) +(%) —D=1+0+4-(-100=15 - radio= V15

Centro = (—é, —E, —g) =(-1,0,2)
2 2 2

9) Los coeficientes de x?, y2, z? son iguales. Dividimos la ecuacion entre 2:
2402 4 22 3 _
X+ y +z—2x+3y—z—0

2 2 2
(4) +(§) +(£) —D=1+2+0—(—i)=4 - radio = 2
2 2 4 4

Centro = (—é, —E, —g) = (—1, —2, O)
2 2 2
15 Halla la ecuacion de las siguientes esferas:
a) Centro (1, 0, —5) y radio 1.
b)Diametro A4 (3, -4, 2), B(5, 2, 0).
c) Centro (4, -2, 3) y tangente al plano x—z = 0.
d) Centro (3, -1, 2) y tangente al plano YZ.
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A x-—D2+p2+(z+52%=1, obien, x>+ p2+22-2x+10z+25=0

3+45 442 2+0
2 2 2

b) El centro es el punto medio de AB: C = =(4,-1, 1)

El radio es la distancia de € a uno de los puntos: |AC| = V12 + 32 + 12 = V11
La ecuacion es: (x — 42+ (y+ 1)? + (z - 1)? = 11, o bien:
X2+ 2+ 22 —8x+2)—-2z2+7=0

©) El radio es la distancia del centro C'(4, -2, 3) al plano T& x— 2z = 0:

[4-3] _ 1
V2 V2

2 =

- r

r=dist (C, ) = %

La ecuacion serd: (x —4)2 +(y +2)% + (z - 3)? = %, o bien:

x2+y2+zz—8x+4y—6z+577=0 -

- 2x2+ 2y + 222 —16x+8y— 122+ 57 =0

d) El plano YZ es el plano Tt x = 0.
El radio es la distancia del centro C'(3, -1, 2) al plano Tt » = dist (C, TD = 3
La ecuacion serd: (x—3)2+ (y + D? +(z—2)?>=9, o bien:

X2 +p2+ 22— 6x+2y—42+5=0

16 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (2, -1, 4) es
iguala 7.

Es una esfera de centro (2, -1, 4) y radio 7:

(x=22+@+ D2+ (z-49>=49, obien, x?>+ y2+ 2% —4x+2y—-82-28=0

PARA RESOLVER

d — =

17 Halla la ecuacion del plano T que contiene a la recta r: 0% *y-z+1=0

S Ox+2y+z =0
y es ortogonal al plano 0: 2x—y +3z+1=0.

Obtén también las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por Ty O.

Obtenemos un punto y un vector direccion de la recta 7
P(1,-1,D0r - P,-1,1 O
(1, 1L,-Dx(1,2,D=3,2,D=d/r -~ d3,-=2,D/T
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Si Tt es ortogonal a 0, el vector normal de 0 es paralelo a Tt

n,2,-1,3»00 - (@ -1,3/mn
Obtenemos un vector normala T (3, -2, 1) x(2,-1,3)=(-5,-7,1) - (5,7,-1
La ecuacion del plano T es: 5(x— D +7(y+ D -1(z-1D =0

Sx+7y—z+3=0

e Ecuaciones paramétricas de la recta determinada por T y O:
T Sx+ Ty~ z+3 =00
0:2x— py+3z+1=0[
Vector direccion de la recta: (5, 7, 1) x (2, -1, 3) = (20, -17, -19)

Punto de la recta:

1
x=0 - 7y- z+3=0077772 R(O_i_l)
-y +3z+1=0 1 o272
y=_ =
2
Ox = 20\
H 1
Ecuaciones de la recta: %y T2 17
1
Oy = - — _
DZ 5 19A
x 1-y z+1
18 Dados la recta e 3 velplano T8 x + 3y -3z + 3 =0,
S

halla el plano que contiene a » y es perpendicular a TUL

-1 +1 -
SN ] o P, 1,-1); d2, -1,3)

TEx+3y-3z+3=0 - n(,3,-3)
El plano serd paraleloa d ya i y contendrd a P.
Un vector normal serd: (2, -1,3) x (1,3, -3)=(=6,9,7) - (6,-9,-7)

La ecuacion del plano es: 6(x— 0) =9y -1 -7z + 1D =0
6x—=9y—-7z+2=0

19 Determina la perpendicular comun a las rectas:

S F_Ex+y=z+4 S.Ex— 2=0
‘Ox+2y= 7 ‘0 y+3=0

Unidad 7. Problemas métricos 6



Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

 Hx+ y=2z+4U Restando la 12 ecuacién a la 2: y=3-z

7.
Ox+2y=7 [0 x=7-2y=7-283-2=1+2z

x=1+ 2\
7 =3_A — Un punto genérico de r es: R(1+2A,3—-A N)
A

0 2= o0 x=2
0% 7Y - s =-3 - Un punto genérico de s es: S(2, -3, W)

Un vector genérico de origen en 7 y extremo en s es: R_S)(l 2N, 6+ AN, H=N)

Este vector debe ser perpendiculara » ya s:

RS- (2,1, 1) =0 — 2-4A+G6-A+U-A=0 - —6GA+u+8=00
I 0
RS+(0,0, D=0 —» H=A=0 - p=A 0

— L 0) - da, 2,0

La perpendicular comtn a las rectas es:
x=2+A
=3+ 2\
z=8/5

20 a)Halla p para que las rectas », y r», sean perpendiculares:

X oy-1_= o Xx-1 _y-p _z-3
"4 -2 2 21 p-1 3

b) Calcula su punto de interseccion y la ecuacion del plano que las contiene.

D@4, -2,20-0,p-1,30=4-2p+2+6=12-2p=0 - p=6

x = 4\ x=1+H
b)rlz =1-2A ry: =6+ 5
z=2\ z=3+ 3U

Unidad 7. Problemas métricos Q



e Punto de interseccion:

4A=1+p
1 -2\ =06+ 5u[] Sumando las dos Gltimas ecuaciones:
2\ =3 + 3

1=9+8|J — —8=8|J — u=—1

12 ecuacion: 4 - 0=1-1. Luego A =0, p=-1.
Sustituyendo A = 0 en las ecuaciones de 7, (o bien P =-1 enlas de 7)),
obtenemos el punto de corte: (0, 1, 0).

e Ecuacion del plano que las contiene:

(4,-2,2)x(1,5,3) =(-16,-10,22) - (8,5,-11) es un vector normal al plano.

Ecuacion: 8(x—-0) +5( - 1D —-11(z-0) =0
8x+5y—-11z-5=0

21 Dados la recta 7: Ex— 2z+3=0

0 a—i-o yvelplano @ x + 2y + 3z—1 = 0,

halla la ecuacion de una recta situada en el plano T, que pase por el punto
P(2,1,-1) y sea perpendicular a 7r.
Un vector direccion de 7 es: (1,0,-2) x (0, 1,-1) =2, 1, D

La recta que buscamos ha de ser perpendicular a (2, 1, 1) y perpendicular a (1, 2, 3)
(pues esta situada en el plano 1. Un vector direccion de la recta es:

(2,1, Dx(1,2,3=(1,-523

El punto P(2, 1, -1) pertenece al plano y debe pertenecer a la recta buscada. Lue-
go la recta es:

x=2+A
=1-5A
=—1+ 3\

22 Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2, 1) y corta perpendi-

Ox—p—z =
cularmente a larecta »: O~ ~ Y ~% 1
Ox + z=2

Escribimos 7 en forma paramétrica:

" %x+ z=2 -
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x=2-A
7 =1-2\N - Un punto genérico de r es: R(2—-A, 1 -2\ N)
z=A

Si llamamos al punto P(1, 2, 1), el vector P_RE ha de
v ser perpendicular a 7, es decir, perpendicular a
d-1, -2, D.

Por tanto, como P}E(l - N =1=2A -1+M):

P(1,2, D
.\

PR-d=0 - (A=A —-1-2\,<1+N)-(=1,-2,1) =0
“1+A+2+4N-1+A=0 - OA=0 - A=0

La recta que buscamos pasa por el punto P(1, 2, 1) y por el punto Q(2, 1, 0)
(O se obtiene sustituyendo A = 0 en las ecuaciones de 7).

Un vector direccion sera: P_Q(lz, -1, -1)

x=1+A
La recta es: =2-A
z=1-A

23 Los vértices del triangulo ABC son los puntos de corte del plano 2x +y—3z=6
S con los ejes coordenados. Halla la ecuacién de la altura que parte del vértice
B que esta en el eje OY.
Los vértices del triangulo son:
y=2z=0 - 2x=06 - x=3 - AG,0,0
x=z=0 o y=6 - B(,6,0
x=y=0 - 3z=6 - z=-2 - (0,0, -2)
Debemos hallar la ecuacion de la altura que parte de B.
Su vector direccién d(a, b, ¢) debe ser:
— Ortogonal a AC -~ AC-d=0

— Ortogonal al vector normal del plano ABC, es decir, del plano 2x + y -3z = 6,
puesto que la altura debe estar contenida en dicho plano - (2,1,-3)-d =20

Luego tenemos que:

AC-d=0 - (3,0,-2)-(a,b,)=0 — 3a+2c=0 E
2,1,-3-d=0 - 2,1,-3-@,b,co)=0 - 2a+b-3c=00
Soluciones: (=2t, 13t,3t) - Si t=-1, (T(Z, -13, -3)
Ecuacion de la altura que pasa por B:

x =2\
=6-13\
= -3\
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x—1 y+1 =z . qs
24 Hallael punto P delarecta 7: 31 T3 e equidiste de los planos:
S
x==3+A
O:x+y+z=-3 y B:[Oy= -—-A+
z=-6+|

e Un punto genérico de la recta r es: R(1 + 2\, -1 + A, 3\)

e Escribimos el plano B en forma implicita:
+3 1 0O
ny -1 1D=O - Bx+y—-z-3=0
z+06 0 1

e La distancia de R a a ya B ha de ser la misma: dist (R, @) = dist (R, B)
[1+2N—1+A+3N+3] _ |[1+2N—1+A—3\-3]
Vi+1+1 Vi+1+1

, es decir:

_ /6)\+3= 5 — 6)\= 0 d )\= 0
[A+3]=3—_ \+3-3 - 6A==6 - A=-1

Hay dos soluciones: P(1,-1,0) y P'(-1, -2, -3)
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25 Sea r larecta de interseccion de los planos ax +9y—-3z=8 y x+ay—z=0.

S

Determina el valor de a para que:
a) Los dos planos sean paralelos.
b) Los dos planos sean perpendiculares.

c)La recta » corte al plano OXY en un punto cuya distancia al origen de
coordenadas sea V2.

a) Las coordenadas de (a4, 9,-3) y (1, a, —1) han de ser proporcionales:

3/
1\

b) Los vectores normales han de ser perpendiculares:

@9, -3, a-D=a+9%+3=10a+3=0 - a=—

10
o) El plano OXY es el plano z = 0. Hallamos el punto de corte de » con el pla-
no OXY:
ax+ 9y —-3z=84 ax+ 9y = SD |_Dﬂ D_az
x+ay— z=0 x+ay= OD
z=0
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(El problema solo tiene solucion si a? —9 # 0, es decir, si a#3 y a#-3. Si
a=3 o a=-3, elsistema es incompatible).

Al =[0 JN=8a |al=[] -8

X = 8a ;Y= -8 ;1 2=0
a*-9 a*-9
El punto de corte es P 8a , =8 , 0]. Su distancia al origen ha de ser V2:
a’-9 a*>-9

dist (P, o)=\/( 28“9)%( 2—89)2=JE
a*— a* -

( Sa )2+( -8 )2=2 R 64612+64=2
a’-9 a’ -9 (a® - 9)?

64a? + 64 = 2(at + 81 — 18a?) - 64a® + 64 = 2a* + 162 — 364>

0=2a*-100a%2+98 - a'—50a%+49=0

a

5 50 +V2500-196 _ 50 + V2304 _ 50 + 48 _/“2=49 - a==%7
- 2 - 2 - 2 _\ﬂ2= 1 a il

—

Hay cuatro soluciones: a, = -7, a, =7, az = -1, a;=1

26 Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta de ecuaciones paramétri-
cas: (-1 + 3\, 1+ 2\, 2+ ) yes perpendicular al plano 2x +y—3z+ 4= 0.

Determina también el dangulo formado por la recta y el plano dados.

Un vector normal al planoes: (3,2, D x(2,1,-3) =(7,11,-D - (7,-11, D

Un punto del plano es (-1, 1, 2) (pues contiene a la recta).
e La ecuacion del plano sera:

Tx+D-11y-D+1(z-2)=0
Tx -1y +z+16=0

 Angulo formado por la recta y el plano dados:

dG, 2, D; 62, 1,-3)

|d-A| _6+2-3 _ 5 _
- - _ﬂ_0’357

cos (90° — ) = — >
mmno Vi4-Vi4

90° —a = 69° 4' 31" - o = 20°55 29"
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27 Dado un cubo (hexaedro regular) de lado 6 cm, halla la minima distancia de

S

una diagonal del cubo a una diagonal de una de sus caras, sabiendo que las
rectas de ambas diagonales se cruzan.

U Dibuja el cubo con un vértice en el origen y los contiguos sobre los ejes coordenados.

e La diagonal del cubo pasa por O(0, 0, 0) y
por C(6, 6, 6):

X

=
Il

A
A AL
A H

z

e La diagonal de la cara pasa por A(6, 0, 6) y (6, 0, 00 e v’

por B(6, 6, 0):

2
1
[©) s sl @)}

X

N
[

-u

o dist (r, 5) = Volume/n del paralelepipedo _ |[d, d', 04]|
Area de la base ol x d'[]

N 1 1
(d. d',OA]=[E 1 —1H=—6
06

dxd=(1,1,D%x0,1,-D=(21,1 - [|dxd]|=V6

Por tanto: dist (r, s) = o _ V6
V6

Halla la ecuacion del plano cuyo punto mas proximo al origen es (1, 3, 2).

Si el punto mas préoximo al origen es P(1, 3, 2), el vector (;P(l, 3, 2) es normal
al plano. Por tanto, la ecuacion del plano es:

Ix-D+3(y-3)+2z-2=0
x+3y+22-14=0

Determina, razonadamente, si las rectas

g — = g - z—1=
r:Dx+y 2z+1=0 $=D2.3t'+y z—-1=0
2x—y+ z—1=0 0 x—y—2z+1=0

se cortan o se cruzan. Halla también el coseno del angulo que forman sus di-
recciones.

Obtenemos un punto y un vector direccion de cada una de las dos rectas:

d:(1,1,-2x2,-1,D=(1,-5-3) - da,5,3); PO, -1,0
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30

31

d: (2,1, -Dx(1,-1,-2)=(-3,3,-3) - d@a,-1,1; P(,1,0

PP(0, 2, 0)

1 0
EE -1 ZD =4#0 - Las rectas se cruzan.
1 0

— -

@ - do _
r |1 5+3| 17=0,0976
Mmdo V35-V3 V105

Determina las condiciones que deben cumplir @ y b para que estos tres
planos: ax +z—-1=0, x +bz+2=0, V5x+3y+2z—3 =0 se corten en un
punto.

Haciendo a =2 y b =1, obtén las ecuaciones paramétricas de la recta de-
terminada por los dos primeros, asi como el angulo que esta forma con el
tercero.

ax z = 1H
X + bZ —2[] Para que los tres planos se corten en un punto, el sistema ha

Vsx + 3y + 2z = 3 de tener solucion Unica, es decir:

a 0 1
1 0 bD=—3(ab—1)¢o -~ ab#1
3 2

eSi a=2 Yy b=1, larecta determinada por los dos primeros planos es:

2x+z-1=0U Restando: x—3=0 - x=3
xX+z+2=00 z=-2-x=-2-3=-5

X =

3
Ecuaciones paramétricas: =A
z=-5

» Angulo que forma la recta con el 3% plano:

d, 1,0 n#/5,3,2)

- 90°—-0=45° - d-=45°

cos (90° — ) = i =———=—"—=

g
a) Encuentra los puntos de 7: Ex que disten % del plano

TE2x—y+2z+1=0.

b) Obtén los puntos de Tt que distan % de los puntos hallados en el apartado

anterior.
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a) Escribimos 7 en forma paramétrica:
0 x= A
y=-—x . _
o - =-A - Unpuntode r esdelaforma R, -A, M)
z= X[

) _|2)\+)\+2)\+1|_|5}\+1|_1/5}\+1= 1 - A=0
dist (R, T) = i = 3 =TT SA+1=-1 - A=-2/5

Hay dos puntos: (0, 0, 0) y (—%, %, —%)

b) Los dos puntos obtenidos estan a distancia Logen

Se trata de encontrar la proyeccion de estos puntos sobre el plano Tt
e Para (0, 0, 0):

Obtenemos la recta que pasa por (0, 0, 0) y es perpendicular a Tt

x =2\
=-A
z=2\

Hallamos el punto de corte de esta recta con Tt

A+A+4AN+1=0 - OA=-1 - A=_2

El punto es (—E, l, —2)
99 9

2 2 2
e Para -2 2 _~2].
dr‘*( 55 5)

Hallamos la recta que pasa por este punto y es perpendicular a Tt
x=-2/5+ 2\
= 2/5- A
z=-2/5+2A

Obtenemos el punto de corte de esta recta con Tt

2(_3+2)\)—(£_}\)+2(—2+2)\)+1=0
5 5 5

—i+4>\—£+)\—i+4)\+1=0
5 b) 5
1
A-1=0 - A=—
K 9
_8 13 8
El punto es ( 5 45 45).
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32 Sean los puntos P(3,1,5)y Q(-1, 7, 3). Por el punto medio del segmento
s PQ trazamos un plano T perpendicular a dicho segmento. Este plano corta
a los ejes coordenados en los puntos 4, By C.

a) Escribe la ecuacion de 1.

b) Calcula el area del triangulo ABC.

a) El plano es perpendicular al vector P_Q(—ZL, 6, —2); un vector normal al plano es
(2, -3, D.

Pasa por el punto medio del segmento PQ: M(1, 4, 4).
La ecuacion del planoes: 2(x— 1) - 3(y -4 + 1(z—4) =0
T2x—3y+2z+6=0
b) Hallamos los vértices del triangulo:
y=z=0 - 2x+6=0 - x=-3 - A3,00
=0 - By+6=0 - y=2 - B0, 20
y=0 - z+6=0 - z=-6 - C(0,0,-6)

X=2z
X

AB(3,2,0) AC(3, 0, -6)
AB X AC=(-12,18,-6) — |AB x AC| = V504

l4B x AC| _ V504
2 2

Area = = 11,22 u?

33 Calcula el volumen de un cubo que tiene aristas sobre cada una de las rectas
S rys:

mE;‘:_iIéi NS ]
z=-1-1
e Hallamos la posicion relativa de las dos rectas:

d =@, 6,-D; P1,-2 -1

d, = (13,2, 14); P(0, 8, 6)

PP'(-1, 10, 7)

2 13 -1
6 2 1OH =-1014 - Las rectas se cruzan.
1 14 7

e La arista del cubo es la distancia entre las dos rectas:

. ~ _ Volumen del paralelepipedo _ 1 014 _ 1014 _
dist (r, §) = — 2 bas = = - T "
Area de la base @ x d 0 | (86, —41, —74) |
1014

- = arista del cubo
V14553
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¢ El volumen del cubo es:

3
v (L4 ) < 50386 03
V14553

34 Determina la ecuacion continua de la recta r que es perpendicular y corta a
las rectas s y t de ecuaciones:

ss(A+2V,2=A,1+)N) E@G+H L6+, 5-2W

Un vector genérico de origen en s y extremo en ¢ es:
STG 2N+, 4+ A+ I 4 — A — 2)

Este vector ha de ser perpendicular a las dos rectas:

ST-(2,-1,1)=0 — G-dA+2H-4-A—P+4-A-21=0 — GA+p=60
= 0
ST-(1,1,-2)=0 - 3-2A+U+4+A+U—-8+20+4u=0 > A+6u=1(

A=1 p=0
La recta que buscamos, cortaa s en S(3,1,2), ycortaa ¢ en 1(4,0,5).
Un vector direccion es 57"(1, 5, 3).

x=3_y-1_=z-2
1 5 3

Su ecuacion continua es:

35 Halla los puntos simétricos de P(, 2, 3) respecto del plano

S O x— =
O: x—3y—2z+4=0 yrespecto de la recta r: [ xX-y *3=0
04x -z =0

= Simétrico respecto del plano:

e Ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendicular a a:

x=1+ A
=2-3\
z=3-2A

e Punto de corte de O con la recta anterior:
A+M)-32-30)-23-20)+4=0
1+A—6+9A-6+4N+4=0

1
14N-7=0 - A==
7 2

3

La recta y el plano se cortan en > %, 2]. Este es el punto medio del segmento

PP, siendo P’ el simétrico de P respecto del plano . Luego, si P'(x, ), 2),

+ 2
entonces: (x hl 1, Y , z+ 3) = (i l, 2) - PQ2,-1,1

2 2 2 272
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= Simétrico respecto de la recta:

e Escribimos la recta en paramétricas:

%x—y+3=0 - y=x+30 x=A
O — 7 =5+)\
J4x —z =0 - z=4x [ == 4\

e Hallamos la ecuacion del plano perpendicular a » que pasa por P
Ix-D+1(y—-2)+4(z-3)=0
X+y+4z-15=0

e Obtenemos el punto de interseccion de la recta r con el plano:

A+3+A+16A-15=0

18\ -12=0 - A==
3
El punto de corte es (%, 1?, % . Este es el punto medio del segmento PP”,

siendo P” el simétrico de P respecto de la recta r. Asi, si P"(a, b, ¢), en-
tonces: |4+1 br2 c+3)_(2 11 8 P”l,l—G,l
373 3

2 ) 2 ) 2 3 ) 3 ) 3
O2x —
36 Halla la distancia entre el punto P(2, 1, 3) y la recta »: sz
U

e Escribimos la recta 7 en forma paramétrica:

) i . ‘ o, _ 2|:| x=1+ 2\
x_y_3+zD Restando: x= 1+ 20 r =—1+ 3\
X-y=2-z[ y=x+z-2=-1+32[ z=A

e Hallamos la ecuacién del plano que pasa por P y es perpendicular a 7:
2=+ 3 -D+1(z-3)=0
Tt 2x+3y+z-10=0
e Obtenemos el punto de corte de » con Tt
20 +20) +3(-1+30) +A-10=0
244N =3+9A+A-10=0

14A-11=0 - Ar=4l
El punto de corte es Q (17—8, %, %)

e Calculamos la distancia:

—_— 1— |75
dist (P, 1) = dist (P, Q) = |PO] = [(i 5 ‘31)H= \/ B0 _ Bl

7147 14 196 14
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37 Dados los puntos A(1,5,-2), B(4,0,1) y C(=3, 2, 0):
S

a) Prueba que son los vértices de un triangulo.

b) Halla la longitud del segmento que determina el punto B y su proyeccion
sobre AC.

a) Hay que probar que los puntos no estan alineados.

AB(3, -5, 3) @

Sus coordenadas no son proporcionales, luego los puntos no

A%(—4, -3, 2)[J estan alineados. Son los vértices de un triangulo.

b) ® Obtenemos la ecuacion del lado AC:

= -3 —4A
7 =2 — 3\
z= 2\

e Hallamos el plano que pasa por B y es perpendicular a 7
“4x -4 -3(-0)+2(z-1D =0
TC—4x—3y+22+14=0

e Obtenemos el punto de intersecciéon de » con Tt
—4(=3 —4N) - 32 -3 + 4N +14=0
12+ 16A -6+ 9N + 4N + 14 =0

200 +20=0 = = ﬁ

29
. -7 118 —40
El t de B sobre AC : B'|—, —, —
punto (proyecciéon de sobre ) es (29, 20 29 )

e La longitud del segmento es la distancia entre B y B"

iy 123 -118 6 33814 1166
|BB| = _5 5o _9)H= 841 = = 6,54

297 29 7 29 2
B
De otra forma:
P 2o D 1166
hoArea  DHCxABD_ |18 29| _ (L6 ¢, ¢
Base ' V16 +9 + 4 A
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38 Determina la ecuacion de un plano T paralelo al plano de la ecuacion
S x-—2y+3z+6 =0y que dista 12 unidades del origen.

Un plano paraleloa x—2y+3z+6=0 esdelaforma Tt x—2y+3z+k=0. Te-
nemos que hallar & para que la distancia al origen sea de 12 unidades:

k| _ |k =12//e=12\/ﬂ

dist [0, 0, 0), 1§ = —R1___ -
. Vi+4+9 V14 T~k =—12V14

Hay dos planos: x — 2y + 3z + 12V14 =0 y x—2y+32—12\/§=0
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3x+2y+2z2=0

O
39 Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta #7: [J
S O x—2y+2z=0
x—3 y-1 =z+5
t . = =
y otro sobre s > 3 =

a) Calcula el area del cuadrado.

b) Encuentra cuatro puntos (dos en r y dos en s) que puedan ser los vérti-
ces de un cuadrado, si uno de ellos es (0, 0, 0).

a) Escribimos la recta 7 en forma paramétrica:

(3,2,2)x(1,-2,2)=(8,—4,-8) //(2,-1,-2)

x =2\ .
7. = —)\ - dr(27 _17 _2); P(Oa Oa O)

(TS(Z, -1, =2); las dos rectas tienen la misma direccion; ademas P(0, 0, 0) O 7,
pero P(0, 0, 0) O s. Las rectas son paralelas.

El lado del cuadrado es la distancia entre las
dos rectas.

Area _ PO xd]
Base EHSD

A )] R S

Vi+1+4 Vo

dist (r, s) = dist (P, s) =

= lado del cuadrado

Por tanto: Area = (V10 )? = 10 u?

b) Obtenemos los vértices que pueden estar en 7

Un punto de 7 es 2\, —=A, =2\):
dist (P, Q) = V4N + A2+ 4\% = V10 -

_ . V1o
3

Hay dos posibles vértices:

o[2Y10 V10 —2v10| g[=2¥10 V10 2V10
37 37 3 3737 3

S 9A%2=10 - A

e Obtenemos P': Un punto de s es de la forma: S(3 + 2, 1 — 4, =5 =2
PS-d.=0 & G+ 1-p -5-2W-@2 -1,-2)=0

G+4u—1+PU+10+4u=0 - 9u=-15 - P—=_?S
e
3733
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e Si Q'(x, y, z), como PQ =P'Q’, entonces:

(2\/10 V10 —2\/10)=(x+ 18 5)

3 0 3 0 3 3773773

Q,(Z\/lO—l 8 -V10 —5—2\/10)
3 3 3

e Si R'(a, b, ), como PR =PR'| entonces:

-2V10 V10 2v10)| _ g+l p 8 13
37373 3 3 3

o 2V10-1 8+V10 -5+2V10
3 3 3

Los dos cuadrados son PQQ'P’' y PRR'P'.

40 Estudia la posicion relativa de las rectas » y s y calcula el angulo que for-
S man:

-1 x=3+ A
r:_xz =%=% s:[y=3+2\
z=4+3\

d,(2,3,4; PQ,0,0

di(1,2,3); P33, 4

PP2, 3,4 =d,

Las dos rectas se cortan en el punto (3, 3, 4).

e Angulo que forman:

o, - do
cos O = LA B 2+_6+£= £=0,99 - 0O =06°58 57"
ol mdo V29 V14 V406

41 Sea r, larecta que pasa por A(2,4,0) y B(6, 2,0) ysea r, larecta que
S pasapor €(0,0,7) y D@, 2,0).

Obtén, de manera razonada, la distancia entre », y r,.
e Escribimos las rectas en forma paramétrica:

ry: AB(4,-2,0) // (2, -1, 0)

x=2+2\
ry =4 -\
z=0
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ry CD(3, 2, =7)

x = 3l
Ty = 2
z=7-TH

e Estudiamos la posicion relativa de 7, y 7y

AC(=2, 4, 7)
2 3 =2

D»l 2 —/ﬂ =-21#0 - Las rectas se cruzan.
0o -7 7

e Hallamos la distancia entre 7, y 7,

) _ Volumen del paralelepipedo _ 21 _
dist = - = =
ist (ry, ) Area de la base [(2,-1,0) % (3, 2, -7 |
- 21 -2

|7, 14, D] V204

42 Halla la ecuacion general del plano determinado por los puntos A(1, 1, 1),

S

Unidad 7. Problemas métricos

B(-2, 0,-1), C€(1, -2, 0), y calcula el volumen del tetraedro que limita con
los planos cartesianos.

AB(-3, -1, -2)

N Son paralelos al plano.
AC(0, -3, -D

La ecuacion del plano es:

-1 3 0
D/;—l 1 3D=O - 5Sx+3y-9z+1=0
z

-1 2 1
e Vértices del tetraedro: 00, 0, 0)
y=z=0 - 5x=-1 o x——% - A(—l,0,0)

3
1 1
= =0 - — =1 — = — — C‘0,0,_
x=y 9z z ) ( 9)
Volumen=_(l.l.l)=L 3
5 3 9 810



43 Calcula la distancia entre las siguientes rectas:

S
O — = _ _ =
_— 2 S:Ex z=0
0 y_z=_4 0 y+z=0

e Escribimos las rectas en forma paramétrica:

Ux—2=-2 - x=-=2+z x=—24)
V:D'x _ -4+ rOy=-4+A
-=z==t - r= = z=A
=A
‘+z=0 - y=-z
z=A

e Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas:
d (1,1, 1); P(=2,—4,0)
d.(1, -1, 1; P(0, 0,0

PP(2, 4, 0)

1 2
[E -1 Zﬂ =4#0 - Las rectas se cruzan.
1 0

e Hallamos la distancia entre las rectas:

) _ Volumen del paralelepipedo _ 4 _
dist = z = -
ist (r, ) Area de la base [(1,1, D x (1, -1, D

____ 4 t 44 2 pag

[2,0,-D]  Vi+ra V8 2v2 V2 ’

44  Sean los puntos P(5,1,3) vy Q(3, 7 —1). Por el punto medio del segmento
S PQ trazamos un plano T perpendicular a dicho segmento.

Este plano corta a los ejes coordenados en los puntos 4, By C

a) Escribe la ecuacion del plano T

b) Calcula el volumen del tetraedro de vértices O, A, By C (O es el origen
de R3).

a) El plano es perpendicular a I;Q(—Z, 6, —4) // (1, -3, 2). Pasa por el punto medio
del segmento PQ: M = (4, 4, D).
La ecuacion del plano es: 1(x—4) —3(y—4) +2(z—-1) =0

Ttx—3y+2z+6=0
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b) Hallamos los vértices del tetraedro:
y=z=0 o x+6=0 - x=-6 - A(=6,0,0)
x=z=0 - 3y+6=0 - y=2 - B0O20
x=y=0 - 2z+6=0 - z=-3 - <C(0,0,-3)

Volumen = % G-2-3)=6u

Halla el punto del plano de ecuaciéon x — z = 3 que esta mas cerca del pun-
to P(3, 1, 4), asicomo la distancia entre el punto P y el plano dado.

e Hallamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por P(3, 1, 4):

x=3+A
7 =1
z=4-A

¢ El punto que buscamos es el punto de corte de r y el plano:
BG+N-U-MN=3
3+A-4+A=3 - 2A=4 - A=2
El punto es P'(5, 1, 2)

e La distancia entre P y el plano es igual a la distancia entre P y P"

dist (P, P) = |PP'| = | (2,0, -2)| = V4 + 4 = V§ = 2,83

Se consideran los puntos P(2,1,-1), Q(1,4,1) y R(1, 3, 1):

a) Comprueba que no estan alineados y halla el area del tridngulo que deter-
minan.

b) Si desde el punto V(1, 1,—1) se trazan rectas a cada uno de los puntos P, Q
Y R, se obtiene una piramide. Halla la altura de dicha piramide y su volu-
men.

No tiene las coordenadas proporcionales; luego los puntos no
estan alineados.

) PQ(-1, 3, 2)
PR(-1, 2, 2)

POXPR=(2,0,1) - |POXPR|=V4+1=15

Area = % = 1,12 u?

b) La altura es la distancia de V al plano determinado por P, Q y R.
Un vector normal al plano es P—Q X ﬁ? = (2,0, 1). La ecuacioén del plano es:
2x-2)+1(z+ 1D =0

Tt2x+2—-3=0
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Altura = dist (V, 1D = u -2
Vs Vs

Volumen = % [Area base x altural = — -

47 Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH sabiendo
S que 4(1,0,0), B(2,3,0), C(4,0,5) y E(7,6,3).

Halla las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo.
Hallamos las coordenadas de los restantes vértices:

e Vértice D(d,, d,, dy): H

BA=CD - (-1,-3,00=(d, 4 dyd,-5 70
D@3, -3,5)
e Vértice F(f, /5, /f3):
AE=BF ~ (6,6,3)=(f,=2,/,=3/,
F(8,9,3) C(4,0,5)
e Vértice G(g), 8,, g3) v Vértice H(b,, by, by): 44, 0,0 B2.3.0
AE=CG ~ (6,6,3)=(g —4 8, 8-5 - G(0,68
AE=DH — (6,6,3)=(h=3,b,+3, h,—5 - H®O,3, 8
AB(1,3,0) AD(2,-3,5), AE(6, 6,3)

[AB, AD, AE] = @ -3 sﬂ =33 - Volumen = 33 u?
6 3

48 Dadas las rectas:

-1 1 - - =
Lx-1 _y+1  z-2 S:Ex y+z= 2
1 2 1 Bx—y—z=-4

determina la posicion relativa de ambas rectas y el area de uno de los cua-
drados, dos de cuyos lados estan sobre r y s.

e Escribimos la recta s en forma paramétrica:

—+z=2-x U Sumando: —2y=-2-4x - yp=1+2x
—y—z=-4-3x[] z=2-x+y=3+x

x=A
S: =1+ 2A
z=3+A
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e Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas:
d, 2 n; P, -1,2)

d(1,2, 15 Q0, 1,3

Las rectas tienen la misma direccion; P O 7, pero P Us; luego lasrectas 7 y s

son paralelas.

e El lado del cuadrado es igual a la distancia entre las rectas 7 y s.

oP(1, =2, -1)

dist (r, s) = dist (P, s) =

OP xd =(1,-2,-Dx 1,2, 1=, -2 4

loP xd| _ [0, -2, 9] _

@l (1,2, D]
_ Yiv16  f20  [10
S V1+4+1 VO V3
) (10
Area = |\ | =10 2
3 3
Dadas las rectas 7 y s:
x-3 y =z-1 x_=u
A T T
z=—

Halla los puntos que dan la minima distancia y determina la ecuacion de la

perpendicular comina » y s.

Un punto genérico de 7 es R(3+ 2\ A, 1+ MN)
Un punto genérico de s es S(H, —H, =)

Un vector genérico de origen en 7 y extremo en s es:

RS(-3 2\ + M=A =l -1T-A-W

Este vector debe ser perpendiculara » ya s:

0 —

%RS-(2,1,1)=0 5> 6A-7=0 -
0

] —

ER -(1,-1,-D=0 - -2+3u=0 o

Los puntos que dan la minima distancia son:

2 7 1 2 2 2
Rl L, Ll ysl2 -2 -2
(3’ G’ 6)y (3’ 3 3)

Unidad 7. Problemas métricos
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La perpendicular comun es la recta que pasa por R y S:

ol 11 5
RS|0, —, —=| - d(0,1,-1
727 2) (7 K )

Oy = 2
O
g 3
La recta es: Ey = —% +A
.
1
=—— -\
R
Halla la ecuacion de la proyeccion ortogonal r" de la recta

x—1 -1 =z-2
ri— =y1 = sobre el plano 0: x —3y + 2z + 12 =0.

La proyeccion ortogonal de r sobre o es la recta interseccion del plano o con
otro plano T, perpendicular a O y que contiene a 7.

P(1,1,2); d(2,1,2); n(1, -3, 2)
dxn=(21,2x,-3,2) =@, -2,-7)
La ecuacion de T es: 8x—- 1D -2(y-D-7(z-2)=0
TE8x—2y—7z+8=0
La proyeccion ortogonal de r sobre o es:

Ux-3y+22+12=0
08x -2y —-7z+ 8=0

r/.
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S

Los puntos P(0, 1, 0) y Q(-1, 1, 1) son dos vértices de un triangulo, y el

tercero, S, pertenece a la recta 7: Dxf /1* La recta que contiecnea P ya §
es perpendicular a la recta 7. 0z=

a) Determina las coordenadas de S.

b) Calcula el area del triangulo PQS.

»PSOd, - PS-d. =0 QC1,1,D

4A-1,D-0,1,0=A-1=0 - A=1
S4,1, D

PO, 1,00 ___o--m7 v
.\

b PS(4, 0, 1) PO(~1, 0, 1)

PS xPQ = (4,0, 1) % (-1,0, 1) = (0, -5, 0)
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52 Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1, 1, -1) vy tiene uno de
sus lados en la recta:

x—=2 y-1 =z-1

r:

1 1 0

a) Halla la ecuacion del plano en el que se encuentra el cuadrado.

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado.

a) Es el plano, T, que contienea C ya 7 Jr(l, 1,0); P2, 1, D Or
ca,1,-D
PC(-1,0,-2) // T

Un vector normal al plano es:
n=(1,1,0) x (1,0, 2 = (2, -2, -1

La ecuacion del plano es:

26D =-2()-D-1z+ 1D =0

2x—-2y—-z-1=0

b) La distancia de C a r es la mitad del lado del
c, 1, -1
cuadrado. '3

d xPC=(1,1,0 % (-1,0,-2) = (=2, 2, )
|d.|=V1+1=v2

|cTr><P_é|_\/4+4+1_\/_§_i 3v2

dist (C, r) =

miflm V2 V2o 2 2

é = % ~ lado del cuadrado = [ = 3V2 = 4,24

53 En la figura adjunta, calcula el angulo que forma la recta BC )
s conlarectaque une B con el punto medio del lado AD.

Vamos a considerar el cubo de lado 1 con un vértice en el origen: 4

Ast: A(1,0,0) B(1,1,1) €(0,1,0) D(1,0, 1) M(l,o, l)

2
BC(-1, 0, —1); Bﬁ/[(o, 1, —%)
[BC - BMU 1/2
sl = ———— = ———— =
BCIIBMO V2 - \/5/4
=L 20316 - a=71°33 54"
V10
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3x+2y—2z—-1=0

O
Sealarecta r: [
Ox+ y -1=0

a) Determina la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmentea » y
pasa por (0, 2, 2), y las coordenadas del punto P interseccionde r y s.

b) Halla la ecuacion del plano Tt que contienea r y s yladelarecta ¢ per-
pendicular a 1T por el punto P.

c) Si Q es cualquier punto de ¢, explica, sin hacer ningan calculo, qué rela-
cion hay entre las distanciasde Q a », a s ya TL

a) Escribimos » en forma paramétrica:

x=A
%3x+2y—z—1=0 - z=3x+2y—1=1+x5 r: =1-A
Dx+y —1=0 — y=1—x |:| Z_1+)\

Un punto genérico de r es R(A, 1 —A, 1+ A).
A(0, 2,2)
L]

AR ha de ser perpendicular a 7; es decir: AR - Jr =0
d1,-1, 1D A, -1-\-1+NM)-(1,-1, D=0
A+1+A-1+A=0 - 3A=0 - A=0

RO, 1=A 1+X) RO. 1 1)

La recta s pasa por A(0, 2,2) y por R(0, 1, D.

- x=0
RAMO, 1,1 - = =1+A
z=1+A

El punto de interseccion de r y s es P(0, 1, 1.

b) Ecuacion del plano Tt que contienea 7 ya s:
n=(1,-1, 1D %x(0,1,1 =(=2,-1,1); PO, 1,1 Ot
2x-0-1y-D+1(z-D =0
TtE2x—y+2z=0

Ecuacion de la recta ¢ perpendicular a Ttpor el punto P:

x==2A
t: =1-A
z=1+A

oSi Q0¢r - dist (Q, r = dist (Q,s) = dist (Q, TV = dist (Q, P)

Las tres distancias coinciden con la distancia de Q al punto P, luego las tres
son iguales entre si.
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55 a) Halla la distancia del punto P(1, -1, 3) a la recta que pasa por los puntos
Q(l’ 2’ 1) Y R(la 07 _1)-

b) Encuentra todos los puntos S del plano determinado por P, Q y R de
manera que el cuadrilatero de vértices P, Q, R y S sea un paralelogramo.

a) Si r es la recta que pasa por R y por O

entonces:
dist (P. 7) = Area _ [RP x ROD
Base RO

RPO, -1, HH o

- RP XRQ = (-10, 0, 0)

RQ(0, 2,2)

. -10, 0, 0)| 10 10 10 5
dlSl‘(P,7’)=|( 2 =) = = 7 = 7=_—:3,54U

10,2,  Va+4 V8 2v2 V2

b) Hay dos posibilidades: que P y Q sean vértices consecutivos, o que lo sean P

y R
*Si Py Q son consecutivos, obtenemos S, (x, y, 2):
S — —
o, QP=RS, - (0,-3,2=(x—1,y z+1)
p .- \
JPTEe ' §$;(1,-3,D
Sy .o PR :
sy *Si Py R son consecutivos, obtenemos S,(a, b, ¢):
- “ "——’ R — —
é RP=0QS, - (O -1,49=@-1,b-2¢c-1

8,1, 1,5

56 Halla el plano de la familia: mx + y + z—(m + 1) = 0 que esta situado a dis-
g tancia 1 del origen.

Hallamos la distancia del origen, (0, 0, 0), al plano y la igualamos a 1:

dist = [m-0+0+0-(m+D| _ |m+1]| _
Vm2+1+1 Vm? + 2

1

lm+1|=Vvm?+2 o (m+D*=m?+2 - m?+1+2m=m?+2

2Zm=1 - m=l
2

El plano es: %x+y+z—%=0; es decir: x+2y+2z-3=0

57 Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y, z) que equidistan de los pun-
S tos A(1,-1,0) y B(2, 3,—4). Comprueba que obtienes un plano perpendi-
cular a AB y que pasa por el punto medio de AB.
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59

Si P(x,y, 2) esun punto del lugar geométrico: dist (P, A) = dist (P, B) -

S N -DP+@+ D2+ 22 =V =22+ (=3 + (z + 4)?
X—2x+ 1+ +2p+ 1+ 8= —dx+4+)yL—6p+9+22+82+16
Tt 2x +8y—-82—-27=0 - Ecuacién de un plano.
e Veamos que T es perpendicular a AB:
AB = (1, 4, —4)
Vector normal al plano - 1(2, 8, -8) // AB

Luego AB O .

e Comprobamos que TU pasa por el punto medio de AB:

1+2 —1+3 0—4)=(i’1,_2)
2 2 2 2

- |
2~(%)+8-1—8-(—2)—27=0 L MOn
e El plano Tt es el plano mediador del segmento AB.
Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos si-
guientes:
a: 3x+y—2z+1=0

B: x-3y+2z-3=0

0 Hay dos soluciones. Son los planos bisectores del diedro que determinan o y [.

Si P(x, y, 2) esun punto del lugar geométrico:

[Bx+y—-2z+1| _ |x—-3y+2z-3|

dist (P, o) = dist (P, B) —
Vo+1+4 Vi+9+4

[Bx+y—2z+1|=|x—3y+2z-3]|

3 ty-2z+1=x-3y+22-3 - 2x+4y-4z+4=0 - x+2)-22+2=0
T~3x+y-2z+1=—x+3y-2z+3 - 4x-2y-2=0 - 2x—-py-1=0

Son los planos bisectores del diedro que determinan o y f.
Halla las ecuaciones del lugar geométrico de todos los puntos del plano
x =y que distan 1 del plano 2x—y + 2z = 2.

Si P esun punto del plano x =y, entonces es de la forma P(x, x, z). La distan-
cia de P al plano dado ha de ser igual a 1, es decir:
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|2x—x+2z-2| _ |x+22-2| _,
Va+1+4

__—Xx+2z-2= 3 -5 x+2z-5=0

+ D> _ =
|0+ 22 - 2] 3\x+22—2=—3 - x+2z+1=0

u -5-= O -
Son dos rectas: » [I° 22-5=0 s 2z+1=0
o=y =y

60 a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos de
S ecuaciones 3x—4y+5=0y 2x—2y+z+9=0.

b) ¢Qué puntos del eje OY equidistan de ambos planos?

a) Si P(x, y, 2) es uno de los puntos del lugar geométrico, entonces:

|3x—4p+5] _ |2x—2y+2z+9|
Vo + 16 Vi+4+1
[3x—4y+5] _ |2x-2y+z+9|
5 3

33x—4y+5|=5|2x-2yp+z+9|

9% —-12py+15= 10x-10y + 5z + 45 - X+ 2y+5z+30=0
TT—9x—12y+15=-10x+ 10y =52 -45 - 19x-22p+5z+60=0

Son los planos bisectores del diedro que determinan los dos planos dados.
b) Un punto del eje OY es de la forma Q(0, y, 0). La distancia de Q a cada uno
de los planos ha de ser la misma, es decir:

|4y +5] _ [=2v+9] | |-4y+5] _ |2y +9]
Vo + 16 Véd+4+1 5 3

3|4y +5]=5|-2y+9|

/—12y+15=—10y+45 - 2y=30 - y=-15
\

12y + 15 =10y — 45 - -22y=-60 - y=%

Hay dos puntos: Q,(0, -15, 0) y QZ(O’ %’ O)

61 Calcula el conjunto de puntos de [R3 que estan a igual distancia de P(-1, 2, 5)
S vy Q(=3, 4, 1). (A qué distancia se encuentra el punto P de dicho conjunto?
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Si A(x, y, 2) es un punto del conjunto, su distancia a P y a Q ha de ser la mis-
ma, es decir: dist (A, P) = dist (4, Q) -

5> Ve + D2+ (=22 +E@-5% =Vx+3)?+ (@ -D*+(z-1?
Ao+ 1+, —dy+4+2£-102+25=
=z(2+6x+9+3/2—8y+16+z4—2z+1 > —4x+4y-8z+4=0 -
- Ttx—py+2z-1=0

Es el plano mediador del segmento que une P y Q.

La distancia de P a dicho plano sera igual a la mitad de la distancia entre P y Q:

dist (P, Q) = |PO| = |(=2,2, 4)|=V4+4+16 = V24 = 2v6 -

~ dist (P, D) = # = V6 =245

Halla la ecuacion de la esfera que pasa por: A(1,1,1), B(1,2,1), €(1, 1, 2),
D(2,1, 1.

La ecuacion es de la forma x? + y2 + z2 + ax + by + cz + d = 0.

Sustituimos cada uno de los cuatro puntos en la ecuacion:

1+1+1+a+b+c+d=0 - a+b+c+d=-3 a=—
l+4+1+a+2b+c+d=0 - a+2b+c+d=-6] b=-
l+1+4+a+b+2c+d=0 -5 a+b+2c+d=-6[] c=-
44+1+1+2a+b+c+d=0 - 2a+b+c+d=-06H d=

La ecuacion es: x?+ 2+ 22 -3x -3y —-32+6=0

a) Halla la ecuacion del plano tangente a la esfera x2 + y2 + 22 —2x—4y + 4
=0 enel punto P(1, 2, 1).

b) ¢Cual es el punto diametralmente opuesto a P en la esfera dada?

a) El punto P es un punto de la esfera.
El centro de la esfera es C (1, 2, 0).

El plano que buscamos pasa por P y es perpendicular al vector aD(O, 0, D. Su
ecuaciones: 0 - (x—D+0-(p-2)+1-(z-=1 =0, esdeci: z—-1=0

b) Es el simétrico de P respecto del centro de la esfera. Si llamamos P'(x, y, ) al
punto que buscamos, C es el punto medio del segmento PP, es decir:

1+x 2+Y 1+z

=(1,2,00 - P(1,2,-1
27 27 2 (77) (77)
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Halla la ecuacion de la esfera tangente a los planos x -2z -8 =0 vy
2x—2z+5 =0 y que tiene su centro en la recta:

Oy = —
e Dx 2
0y=0

El centro de la esfera es de la forma C(-2, 0, 2) (pues pertenece a la recta 7).

La distancia del centro a cada uno de los planos es la misma. Ademas, esta distan-
cia es el radio de la esfera:

|2-2z-8] _ |H4-z+5]| |2z-10] _ |-=z+1]
V1+4 Vi +1 Vs V5
|-2z-10|= |-z + 1]
o 22-10=-2+1 - z=-11 - C(=2,0,-1D

T~ 2z-10=2-1 - B32=9 - z=-3 o (,(20-3)
Hay dos soluciones:

19 C,(-2,0,-11) - Radio = —=
V5

Ecuacién: (x + 2)% + % +(z + 11)? = 1;1_4
2)C(-2,0,-3) - Radio=—=
’ NB
Ecuacion: (x + 2)2 + p2 + (z + 3)? = %
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La esfera (x—3)*+ (y+2)?+(z—1)?=25 cortaal plano 2x—-2y+z—-2=0
en una circunferencia. Halla su centro y su radio.

e Obtengamos el centro de la circunferencia:

— El centro de la esfera es P(3, -2, 1).

— La recta que pasa por P y es perpendicu-
lar al plano es:

= 3+2\
=—2-2\
= 1+ A

— El punto de corte de esta recta con el plano
dado es el centro de la circunferencia:

23+ 20) = 2(=2-2M)+ (1 +AN)-2=0
6+4N+4+4N+1+A=-2=0 - OA+9=0 - A=-1
Q(,0,0)
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e Calculamos el radio de la circunferencia:
La distancia entre los centros Py Q es:
d=10P|= |2, 2, D] =Vd+4+1=3

El radio de la esfera es R = 5.

Luego el radio de la circunferencia es: r= VRZ—d? = V25-9 = V16 =4

66 a) Halla la ecuacion de la esfera que pasa por los puntos A(4, 1, -3) y
B(3, 2, 1) y que tiene su centro en la recta:
x-8 y-3 =z+4
2 1 a4

b) ¢Cual es la ecuacion del plano tangente en B a dicha esfera?

a) Escribimos la recta en paramétricas:

= 8+ 2\
= 3+ A
2= 4 A

Como el centro pertenece a esta recta, es de la forma C(8 + 2\, 3 + A, -4 — )

La distancia de ¢ a los puntos A y B ha de ser la misma. Ademas, esta dis-
tancia es el radio de la esfera:

dist (A, ) = dist (B, C) — |AC|= |BC|

|QAN+4, A +2 -A=D|=|CA+5A+1,-A-5)]

VN +D*+ A+ 22 + (A= D? = VA +5)2 + (A + D? + (A = 5)?
X2+ 16+ 16N + X2+ 4+ 4N + )2+ 1 + 2\ =

=4X%+ 25+ 200 + )2 + 1+ 2N + )¢ +25 + 10\

-10A=30 - A=-3 - C(2,0,-D

|A_&| = |B—&| = 3 = radio de la esfera.
La ecuacion es: (x—2)2+ p? +(z+1)?2 =9, o bien:

X2+ pr+ 22 _4x+22-4=0

b) Un vector normal al plano es CB = , 2, 2).
El plano pasa por B(3, 2, 1). Su ecuacion es:
1- x=-3+2-(-2+2-(z-1D=0
X—=3+2p—4+22-2=0
xX+2y+22-9=0

67 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a A(=2, 3, 4) sea el
doble de la distancia a B(3, -1, -2).
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Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico, debe cumplir:

dist (P, A) = 2dist (P, B)

Vix +2)2+ (-3 + (z-H? =2V(x -3+ (p+ D* + (2 +2)?

X2+ Ax+4+P? 6P+ 9+ 2282+ 16=2x2—6x+ 9+ P2+ 2p+ 1 + 2% + 42 + 4]
X2+ p?+ 22+ 4 — 6y — 82+ 29 = 2x% + 22 + 222 — 12x + 4y + 8z + 28

X2+ 2+ 22— 16x+ 10y + 162-1=0

Es una esfera de centro (8, =5, —8) y radio V154 = 12,4.

68 Dados A (4_, 2,0) y B(2,6,-4), halla el lugar geométrico de los puntos P
tales que PA sea perpendicular a PB.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

Af w-4y-22 E han de ser perpendiculares, es decir:
BP(x—2,y-06,z+4)

AP-BP=0 - (-H@-D+G-D@-6+2zE+4=0
X2 —6x+8+)2—-8y+ 12+ 22 +4z=0

X2+ Y2+ 22— 6x—-8y+4z+20=0

Es una esfera de centro (3, 4, —2) y radio 3.

69 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a (2,0, 0) y
(=2, 0, 0) sea igual a 6.

Si P(x, y, 2) esun punto del lugar geométrico:

Vr-22+9)2+22 +V(x+ 22+ 2+ 22 =6

Vix=2)2+ 7+ 22 =6 - Vlx + 27+ y% + 22

X2 —dx+d+p?+ 22 =36+x2+Ax+ 4+l + 22— 12 V(x + 22+ p? + 22

12V(x + 2)2 + p? + 22 = 8x + 36

3V + 22+ 2+ 22 =2x+9

Olx? + 4x + 4 + p? + 2% = 4x% + 36x + 81
9x? + 36x + 36 + 92 + 922 = 4 + 36x + 81
S5x2 + 9y? + 922 = 45

2 2 2
X2 02,2y

9 5 5

Es un elipsoide.

Unidad 7. Problemas métricos @
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Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de (0, 0, 3) y del plano
z=-3.

Sea P(x, y, 2) un punto del lugar geométrico pedido. Entonces:

d=(P,(0,0,3)=d (P z=-3)

_ |z+3]

Vi

Va2 + p2 + (z — 3)? = |z + 3|
Por tanto:

X+ 2+ (z-3)%=(z+3)

X2+ 2+ Gz + =L+ 6z+4

x2+p?-122=0

Se trata de un paraboloide.

Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a (0, 5, 0)
y (09 _59 0) €s 4-

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

[ Va2 + (y =52+ 22 —Vx?+(p+ 5%+ 2% | =4

Va2 + 92— 10y + 25 +22 — Vx? + 2 + 10y + 25 +2% = +4

Va? + 92 — 10y + 25 +22 = 4 + Vx? + p2 + 10y + 25 +272

X2+ P2 — 10y + 25+ 22 =16 + x2 + Y2 + 10y + 25 + 2% £ 8 Vx? + p2 + 10y + 25 +22

£8 V2 +y2 + 10y + 25 +2% = 20y + 16

2 Vx? + 92 + 10y + 25 +22 =5y + 4
40x% + 2 + 10y + 25 + 22) = 252 + 40y + 16
4x% + 4y% + 40y + 100 + 422 = 2592 + 40y + 16

4x% = 212 + 422 = -84

Es un hiperboloide.

¢Cudl es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de destancias a los pun-
tos (2, 3, 4) y (2, -3, 4) es igual a 8? ;Como se llama la superficie que obtienes?

Vix =22+ =3P+ -4? +Vx-22+ (@ +3)7?+(=-49? =8

Q2P+ (Y =3P + Z—97 = 64 + (x=2P + (y + 3% + (4 -
—16Vx =22+ (y +3)? + (z - 4)°

Unidad 7. Problemas métricos 6
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16V =22+ +3°+(@-D* _g4412

4V =22+ (y +3)7+(z-49% =16+ 3y
16 (W= 4dx + 4+ 12 + 6y + 9 + 22 — 82 + 16) = 256 + 96y + 9)?
16 x%+ 7% + 162% — 64x — 128z + 208 = 0

Se trata de un elipsoide.

¢Cual es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los
puntos (4, 3, 1) y (4, 3, 1) es igual a 62?

Vix+ 92+ (=32 +(@-17 —Vix—49>+ @y -372+(E=-1? =6

4x-9=3Vx-49?+ (@ -372+(=z-17?
7x% = 9)? — 922 + 54y + 182 — 153 =0
Se trata de un hiperboloide.

Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano x =y y del
punto (0, -2, 1).

d(p, n)=% dP, Q) = V(xZ + (y + 2)* + (z = D?

2
(—lx\/_ﬂ) =xX>+ )P +4dy+4+22-2z+1
2

X2+ )2 =2y =262 +2)2 + 8y + 8+ 222 — 4z + 2
X2+ )2+ 222+ 2xp+ 8y —4z+10=0

Se trata de un paraboloide.

CUESTIONES TEORICAS

75

76

La ecuacion ax + by + cz + d = 0 representa un plano del espacio. Explica
qué caracteristica tiene ese plano en cada uno de estos casos:

D a=0, b=0 mb=0, c=0
ma=0,c=0 mwm)d=0

D Es perpendicular al eje OZ. (Paralelo al plano OXY).
) Es perpendicular al eje OX. (Paralelo al plano OYZ).
mEs perpendicular al eje OY. (Paralelo al plano OX2).
v)Pasa por el origen, (0, 0, 0).

Define la proyeccion ortogonal de un punto P sobre un plano T y explica
el procedimiento que emplearias para obtenerla.

Unidad 7. Problemas métricos Q



e La proyeccion ortogonal de un punto, P, sobre un plano, T es un punto, P,
tal que el vector PP’ es perpendicular a Tt Un procedimiento para obtener P’
seria el siguiente:
Se halla la recta, 7, perpendicular a Tt que pasa por P. El punto de corte entre
r y T es el punto buscado, P’
77 Dadaunarecta r yun punto P de ella, ;cuantas rectas perpendiculares a r

que pasen por el punto P se pueden trazar?

Infinitas. Todas las que, pasando por P, estin contenidas en el plano perpendicu-
lar a r que pasa por P.

78 Dado el plano Tt x —3y + 2z —1 = 0, escribe las condiciones que deben cum-
plir las coordenadas de un vector v(a, b, ¢) para que tenga la direccion de
alguna recta contenida en el plano.

v(a, b, ¢) debe ser perpendicular al vector normal del plano T, n(1, -3, 2); es de-
cir: (a,b,0)-(1,-3,2)=a-3b+2c=0
79 Justifica que la distancia del punto A(x,, »,, z,) a la recta

xX—x - z—z
1Y byl = 1 se puede calcular mediante la formula:
a c

dxz — X Vo~V 2 _zlv) x (a, b, o[ Lt

Va? + b? + 2

d, r) =

Llamamos P(x,, y;, Z,) ¥ a(a, b, ©). P es un punto

de larectay d un vector direccion de esta. P

La distancia de A alarecta r es igual a la altura del

paralelogramo determinado por PA y d, es decir:

A PAxd
dist (A, 7) = Area paralelogramo _ | - | -
Base xilm

g‘x2 — XL Vo=V 2 _Zl) X (61, b, C)D

Va? + b? + ¢?

80 Sean r larecta determinada por el punto A4 y el vector er y s larecta de-
terminada por el punto B y el vector d,. Sabemos que » y s se cruzan.
a) Justifica que la distancia entre » y s se puede calcular asi:
AB,d , d|]
d (r, s) = M
Od, x d[]

b)Justifica que la perpendicular commin a 7 y s se puede obtener asi:

Odet(AX, d,,d_ xd)=0
Odet(BX, d, d.xd)=0

Unidad 7. Problemas métricos e



a) dist (r, s) = altura del paralelepipedo determinado por:

ihd . d - Volumen _ |[4B, CTW CTs]l
) r N A
Area de la base Eﬁr x JSD

b) La recta, p, perpendiculara r ya s, tiene por vector direccion d. % d. Esta
recta, p, es la interseccion de los planos o y B, siendo:

o: Plano que contiene a s y al vector &r X gl;; es decir:
a: det (A?(, (L, (IV X Js) =0, donde X = (x,y, 2)

B: Plano que contiene a r y al vector cTr x &;, es decir:
B: det (BX, d, d xd) =0

det (AX,d,d xd) =
Por tanto:  p: @ e (_), o d.xd)
)

81 Si A(x,,y,, %) esun punto del plano Tt ax + by + cz+d=0, y B(x, ¥, 2,)
un punto tal que 4AB- (a, b, ¢) = 0, demuestra que B[it.

A_é-(a,b,c)=0 - alx,-x)+by,-y)+clz,-z)=0 -

-~ (ax, + by, + cz,)) — (ax? + by? + czﬂ) =0 -

—d (pues A )
- ax,+by,+cz,+d=0 - B
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PARA PROFUNDIZAR

82 Los puntos P(1,-1,1) y Q(3, -3, 3) son dos vértices opuestos de un cua-
s drado que esta contenido en un plano perpendicular al plano de ecuacion
x+y=0.
a) Halla los vértices restantes.
b) Calcula el perimetro del cuadrado.

a) Los otros dos vértices, R y S, pertenecen a la mediatriz

del segmento PQ. R 0
La mediatriz del segmento PQ tiene como vector direc- )
cion el vector normal al plano x + y = 0; es decir, (1, 1, 0). ,"(\
Pasa por el punto medio del segmento PQ, es decir, por P ! S
M2, -2, 2). Luego la ecuacion de la mediatriz es:

x=2+A

7 =-2+A
z=2

Unidad 7. Problemas métricos 0



Un punto de 7 es de la forma R(2 + A, =2 + A, 2).
Buscamos R tal que PR - Q_I)e =0 (es decir PRO Q_])?):

PRA+A-1+AND H - _
= PR-QR=N—-1+XN-1-1=2\>-3=0 -
QOR(=1+A, 1 +A, -1

3 _ 6
2

/)\z\/z
S =_\/§ Vo

Los vértices son: R

2 2 2 2

4+ 6 —4+\/6,2) , 5(4—\/6 —4—\/672)

La longitud de la diagonal es:
d=|PQ|= |2 -2, 2| = Vi2

d?=1P+12 o d*=20%> - 12=2% . [=76

El perimetro serd: P = 46

83 Dados los puntos A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, ¢), prueba que la distancia,
d, del origen de coordenadas al plano ABC verifica:

El plano que pasa por A, B 'y C es:

Tt % + % + % = 1 (véase ejercicio 55 de la unidad 6),

. 1 1 1
esdecir: Tt —x+—9yp +—2 —-1=0
a by c

Asi, si O(0, 0, 0), entonces:

dist (O, TD =

V-

. .\/L+L+L=l RS S S S
a*> v ¢ d at b d?
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85

Dadas las rectas 7, s y ¢:

g = — d = g —z=
re 0% 2 s D2x + z=-2 £ 0% z 0
o y—-z= 0 Ox+y =0 0o y+z= -1

Halla las coordenadas de un punto P que esta en la recta ¢ y que determi-
na con la recta s un plano que contiene a 7.

e Escribimos las ecuaciones de 7, s y ¢ en forma paramétrica:

x=-2 x=H x=r
: = l: =-1-4k

z=-2-2U z=k

N

]
> > |

[}

z

e Hallamos la ecuacién del plano, T4 que contienea » ya s:

Las rectas 7 y s se cortan en el punto (=2, 2, 2), luego el plano TU contiene a
este punto.

Un vector normal al plano es:

-

d xd=0,1Dx1,-1,-2)=(1,1,-1) - #1,-1,1D
Luego el planoes: Tt 1(x+2)—1(y—2) + 1(z-2) =0

Ttx—)y+z+2=0
e P es el punto de corte de Tt con la recta #
k—C1-R+k+2=0 - k+l+k+k+2=0 - 3k+3=0 - k=-1
El punto es P(-1, 0, -1)

x> |yt 2P
Halla las intersecciones de la superficie 25 *6 T 95 - 1 con los planos

coordenados. ¢Qué figuras obtienes? ;Como se llama la superficie dada?

Xy 2

5 "6t o !
32 22

Con x=0: ST 5 1 - Elipse de semiejes 4 y 3
x| 2

Con y=0: o5 + 5 1 - Elipse de semiejes 5y 3
x> )2 . L

Con z=0: 5 + ST 1 - Elipse de semiejes 5y 4

Es un elipsoide.
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Halla el centro y las longitudes de los ejes del elipsoide:
2x2+3)?+ 22 -8x+6y—4z-3=0
22+ 32+ 22— 8x+6y—4z-3=0
24+ D+30P+ 20+ D+ (P -4z +4)=3+8+3+4
2= +3 @+ D*+(z-2)* =18
x-27 @+  (z-27

9 6 B !
Centro: (2, -1, 2)
Semiejes: 3, V6 y V18 = 3vV2
Halla las intersecciones de la superficie 9 s 16 " 1 con los planos

coordenados y describe qué tipo de curvas obtienes. ;Como se llama la

superficie dada?

2 2 2 z
Y S
o "Ti T 7!
32 52
Con x=0: T 1 - Hipérbola, semieje real 2
x> 2
Con y=0: 5 * 6 1 - Hipérbola, semieje real 3
22 22
Con z=0: o + 7 1 - Elipse de semiejes 3 y 2

Es un hiperboloide.

PARA PENSAR UN POCO MAS

88

Haz de planos

f _x—4 =
La recta r:Dn2x+3y z—4=0

es la interseccion de los planos T y O.
0o: x—2y+z+1=0

El conjunto de todos los planos que contienen a » se llama H4z DE pranos de
arista r, y su expresion analiticaes: aQx+3y—z—-4) +b(x—-2y+z+1)=0

/

[

|

) :

[
|
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Para cada par de valores de a y b (salvo para a=0 y b = 0) se obtiene la
ecuacion de un plano del haz.

a) Halla el plano del haz que pasa por el origen de coordenadas.
b) ¢Para qué valor de k uno de los planos del haz es perpendicular a la recta

-2
t: % = J}T = % ¢Cual es ese plano del haz?

c) Halla dos puntos que pertenezcan a todos los planos del haz anterior.

d) Pon la expresion del haz de planos cuya arista es la recta s:
. x-=5 y+1 =z-3

3 -2 1

e) ¢Cual de los planos de este haz dista mas del origen de coordenadas?

a) El término independiente serd cero: —4a + b=0 - b= 4a. Luego:
ax +3y—z—4) + 4alx -2y + z+ 1) =0; es decir:
2x+3Yy—z—-4+4x-2y+2z+1D =0
2x+3y—z—-4+4x—-8y+4z+4=0
6x—5y+3z=0

b) Un plano del haz es:
QRa + bx+ BRa-2b)y +(a+ bz+(-4a+b) =0
Un vector normal al plano es: 1 (2a + b, 3a — 2b, —a + b)

Para que el plano sea perpendicular a la recta, el vector normal del plano y el
vector direccion de la recta han de ser paralelos, es decir, sus coordenadas de-
ben ser proporcionales:

2a+b _3a-2b _-a+b
3 5 k

10a +5b= 9a-6bd a+11b=0 - =_11b
2ka + kb = -3a + 3by Qk+ 3a+ (k-3)b=0

“11Qk+3)+(k=3)=0 - 22k-33+k-3=0

36 _ -2, 12

21 7 7

El plano del haz es:
—“116Q2x +3y—z—-4) +blx -2y +z+1)=0
-11C2x+3y—z-4H +(x-2y+2z+1) =0
“22x—-33y+1lz+44 +x-2p+2z+1=0
21x-35p+ 122 +45=0
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Otra resolucion:

Si la recta es perpendicular a un cierto plano del haz, serd perpendicular a todas
las rectas contenidas en ese plano, y, en concreto, a la recta 7, arista del haz.

Vector direccion de 7 d = 2,3, -DH)x,-2,D=01,-3,-7)
Vector direccién de £ d' = 3,5, b
d-d=0 - (1,-3,-7-3,5k=3-15-7k=0 - /e=#
A partir de aqui, obtendriamos la relacion entre a@ y b, y el plano del haz co-

mo en el caso anterior.

©) Los puntos que pertenecen a todos los planos del haz son los puntos de la recta
r. Por ejemplo: (1, 0, =2) y (0, 3, 5).

d) Escribimos la recta s en forma implicita:

_ 1
x—35=y_2 L 2x+10=3y+3 - 2x-3y+7=0
X;5=_Z;5 L X-5=32-9 o x-32+4=0

s E2x+3y -7=0
0Jx-3z+4=0
La expresion del haz de planos cuya arista es s es:
ax+3y -7+ blx—-3z+4 =0

e) Es el plano que contiene a la recta (puesto que es del haz) y es perpendicular a
00', siendo 0O(0,0,0) y O’ la proyeccion de O sobre la recta.

Lo calculamos en el caso de la recta s:

£ s 0(0, 0, 0)
Un punto genérico de la recta s es: .

PG+ 3N, -1 -2\, 3+N)

Un vector direccion de s es &S(g, -2, .
El vector OP ha de ser perpendicular a asz

OP-d =0 - 3(5+30)-2-1-20+G+N=0

15+ON+2+4N+3+A=0 - 14\ +20=0 - r=—20_-10

Luego: O’( , ); y el vector normal al plano es JO’(%, 17—3 17—1), o)

~ |

1311
777
bien (5, 13, 11).

. 5 13 11
El pl ; — 2]+ 13y 2|+ 11|z- —] =0
plano sera 5( 7)+ 3( 7)+ (Z 7)

Sx+ 13y +112-45=0
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LIMITES DE FUNCIONES.
CONTINUIDAD
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Algunos limites elementales

= Utiliza tu sentido comin para dar el valor de los siguientes limites:

a) lim x2, lim x3, lim (x3-3x2%
X - +oo X — +oo X - +0o
b) lim xZ, lim x3, lim (x3-x?%)
X — —00 X — —00 X — —00
<) lim x2, lim x3, lim (x3-5x2+3)
X - 2 x - 2 x - 2
_ 1 _ 1 _
d lim —, lim —, lim ——
X - +0 X x - +00 X x o+ X+ 1
_ 1 _ 1 _
e) lim —, lim —, lim —
x - —00 X x » —0 X x o —0X“+1
. . 1 .
D lim —, lim —, lim —
x -0 x->0X xoo0x“+1
g) lim lim x5 = S5at
xotox2+1 x -+ XZ+1
2
_ X _ b'd
h) lim > , lim
x -—0Xx“+1 x»—03X+5
a) lim 52— yeo. lim  x3 = +oo; lim (x3 = 3x2) = +o0
X - 0o X — +0o X - +00
b) lim x? = +oo; lim  x3 = —oo; lim (x3 - x2) =—o
X —» —00 X — —00 X — —00

o) lim x%=4; lim x3=8; lim (x3—=5x2+3)=-9
X -2 X - 2 X - 2
& 1m L=o lim L =0 lim —X_ -
X o 400 X X o +00 x2 X o400 x2 4]
e) lim l=O; im L - ; lim X -0
X - —00 X x - —o x2 x -0 x24+1
£ lim i=+00; lim l=—00; lim L=+00, lim X -
X - 0" X X0 X x -0 x2 x -0 x2+1
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2 lim = +oo; lim = +00
X - 400 x4+ 1 x - 40 x2 41
3 2
h) [lim X = —oo; lim X =_00
x - -0 x2+1 X - —w3X+5
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Exponenciales y logaritmicas

= A lavista de estas graficas, asigna valor a los siguientes limites:

y = log,x
o _ (1) y=2v
el
Y 2
y=log, ,x
a) lim 2%, lim 2% b) lim 27, lim 27
X — —00 X — +o0o X — —00 X — +oo

c) lim log,x, lim log,x, lim log,x
x -0

X - —00 X - +0

d lim log,,x, lim log,,x, lim log,,kx
X - —00 x -0 X — +0

a) lim 2¥=0, [lim 2%=+c

X - — X - +0o

b) lim 2% =+c, lim 27%=0

X - — X — +00

o lim log,x no existe, [lim log,x=—oc, lim log,x =+
X - —0 x - 0" X - +00

d limoologl/zx no existe, xlz’m(y log,,x =+, lim log, ,x =~

X - — X - +oo

Con la calculadora

Tanteando con la calculadora, da el valor de los siguientes limites:

a) lim "X

x -0 X

b) lim (x-3)-n(x-3)

x -3

2x
c) lim (1 + i)
X

X - +00
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senx
a Iim —— =1
X

b) lim (x-3) -Inx-3=0

o lim <1 + % >2x= e® = 403,43
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1.Si u(x) - 2 y v(x) - -3 cuando x — +o, calcula el limite cuando x — +» de:
a) u(x) + v(x) b) v (x)/u(x) ©) 54
d) Vo (x) e u(x) - v(x) £) Vu(x)
p _ oy - vx) _ 3
0 A e + 009 =2+ = D
o xlfnioo 5u) = 52 = 25 ) xlfrriw Vo(x) no existe
S [u@) - 0] =2 (3) =6 p tm Vuxo = V2

2.Si u(x) > -1y v(x) > 0 cuando x — +oo, calcula el limite cuando x — +o de:

a) u(x)—v(x) b) v(x) —u(x) o) v(x)/u(x)

d) log, v(x) ) u(x) - v(x) £) Vau(x)

a) Iim [ulx)-vl=-1-0=-1 b Iim [v(x)—ux)]=0-(1=1
0@ 0

C) xliﬂioo M(.X') - -1 0

& lim log,v(x) = E—oo si v(x) - 0

X - +00 [no existe si v(x) —» 0

e Ilim [ulx) v@l=-1-0=0

X — +0o

) lim Vu(x) A |

X — +00
Pagina 222
3. Halla los siguientes limites:
a) lim (x%+3x—x3) b) lim (=5 - 2%%)
X — +oo X — +00
a) lim (x?+3x-—x3) =-w b) lim (-5 -2%) =0
X — +oo X — +00

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 0



4. Calcula estos limites:

a) lim VxZ+ 2 b) lim (-2log,, x)
X — +oo X - +00

D lim VxT+2 = +e b) lim (=2log,, x) = —co
X — too X — +00
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5. Indica cuales de las siguientes expresiones son infinitos (+©) cuando x — +co:

a)3x5—Vx +1 b) 0,5% o) -1,5%
d) log, x e 1/(x3+1) £) Var
Q) 4% h) 4~ i) —4~

) lim Bx>—+Vx +1)=+0 _ S
X — too

b) lim 05=0 - No

X — +oo

o) lim (-15%=-0 - Si

X — +00

d) lim log,x =+ - Si
X — +oo

e) lim 1 =0 - No

x - 400 x3 +1

£) lim Vx =+0 S
X o 400

g lim 4=+ - Si
X - +00

h) lim 4%=0 - No

X - +00

i) lim —4¥=_00 L Si
X o +00
6. a) Ordena de menor a mayor los 6rdenes de los siguientes infinitos:
log,x Vx x% 3x5 15% 4*
b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:

log, x 5 Vax
lim >2 lim 3x> lim

2 1,5%
X - +0 x X - +00 X X — 400 4y

4% 1,5 35 x2 Vx log,x

by lim logix =0
X Ho Gy
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lim SE +00
X — +00 .X'Z

_ Vx

lim =
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7. Sabiendo que, cuando x - +0o, f(x) - +o, g(x) - 4, b(x) - -0, u(x) - 0,
asigna, siempre que puedas, limite cuando x - +o a las expresiones siguientes:

a) f(x) — b(x) b) f(x) /) ©) f(x) + b(x)
d) f(x)* ) f(x) - b(x) £) 2 (x)* @

8) f(x)/b(x) h) [b(x)]*® D g(x)»@®

J) u(x)/b(x) K) f(x)/u(x) D bh(x)/u(x)
m) g(x)/u(x) n) x + f(x) ) f(x)?

0) x + h(x) p) b(x)P® qQ x>

a)  lim (f(x) — b(x)) = 400 — (—00) = +00 + 00 = +00

X — +00

b) lim f(x)f(x) = (+00)*® = +00

X - +00

N

C lim ( S0 + b(x)) =+00 + (—o) o Indeterminado
X - +00

A lim [N = 400" = +oo
X — +00

e lim (f(x) h(x)=+® () = -
X — +0o

)  lim w0 =00 -, Indeterminado
X — +00

g Ilim % = % - Indeterminado
X — 400 -

h)  lim  [h ()P = [+eo]=® =

D lim gP® =4"2=0

. _ ux) _ 0 _

Dot e T e 0
) e

AL row Sl v Sl

D im b _ e +00

x = +oo U(X) )
PRI S

x -+ () (0)

n) lim (x +f(x)) = +00 + (+00) = +00
X — +00
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fl) ll’m f(x)b(x) - (+oo)—°° =0

X — +00

0) Xll’nioo (x+ h(x) =+0 + (—®) - Indeterminado

P lim bh()P® =(-—0)"® . No existe

X — +00

Q@  lim x™=(+00)"® =0
X — +o0o
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8. Las funciones f, g, b y u son las del ejercicio propuesto 7 (pagina anterior).
Di cuales de las siguientes funciones son indeterminaciones. En cada caso, si
es indeterminacion, di de qué tipo, y, si no lo es, di cual es el limite:

a) f(x) + b(x) b) f(x)/b(x) Q) f(x)y P d) [P
) f(x)* ) u(x)?™ ) [g(x)/41/™ h) g (x)/™
a) lim (f(x) + h(x)) = +00 + (—00). Indeterminado.

i [ _ *o .
b) xlirriw oo~ e Indeterminado.

C) lim f(_x)—b(x) - (+oo)+°° = +o0

X — +00

A lim 0P = (re) = = 0

X — +oo

e lim f()"Y = (+0)° Indeterminado.
X - 400

) lim u(x)b(x) =0"%°=+00
X - +o0

X — +00

S
g lim [%} ¥~ 1", Indeterminado,

h) lim g/ @ = 4% = +o0

X — +00
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1. Sin operar, di el limite, caando x — +«, de las siguientes expresiones:

a)(x2-V2x+1) b) (x2—2%) )Vai+1 —Vx
d) 3 -2~ e)5%—Vx®— 2 ) Vx — log; x4
) lim (x2-V2x +1) =+ b)  lim (x? - 2%) = -

X — t+oo X — +00

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad o



o lim (Vx2+1-vx)=+n A lim (3% - 2%) = +oo

X — too X — +
e lim (5% -Vx®—2)=+o £) lim (Vx —logg x) = +oo
X — t+oo X — +0o

2. Calcula el limite, cuando x — +o, de las siguientes expresiones:

a)3x3+5_4x3—x b) x> x
x+2 x—2 2x2+1 2
2
c)3x+5_x—2 dVxZ+x —Vx2+1
2 x
e)2x—Vx2+x HVx+1 —Va+2
B lim (35 A ox) g, Gxd 4 S -2) - (a0 -+ 2)
X 4o\ X+ 2 x—2 X - +00 (x+ 2)(x—2)
_ g 3XP =003 + 50— 10 — doct — 8x% + x4+ 2x
X - oo x?—4
_ gy X143+ x? 4 Tx-10 |
X >+ x2—4
3 3 2 3 3
b) lim ( x _£)= lim 20 —xQx2+ D g 2X° 200X _
xoro\202+1 2] xove 2Q2x%+ 1) X0 4x? + 2
= lim i:o
X = 400 4x2 + 2
o lim x5 w-2) g, 3P HSx-2 kA g, XESxAd
X - +00 2 X X - +00 2x X - +00 2x

d) lim (Vx?+x —Vx?2+1)= Ilim (\/x2+x—\/x2+1)(\/x2+x+\/x2+1):
X o +0o X o +0 VaZ + x+ Va2 + 1

2 a2 _
- lim x+xx1=h,m x—1 1

xoto xZ x4 Va2 41 x-to Va2 x+ Vel 1F1

1
2

o lim (e VATFR) = im0V v )
X — +00 X — +00 2X+\/x2+x

o AxP—xP-x Ax:-x
= lim == "2 "2 = im —22 % =+

X Fo o+ Va2 +x X ro 2+ Va2 + x

£) lim (Vx+1—-Vx+2)= lim (\/X+1_VX+2)(\/X+1+\/X+2)=

X = 4o X~ 4o Vx +1+Vx+2

— ALY g, — 1 -0

xotoxt 14V +2 xotoVxtl+vVat2

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 0
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3. Halla los siguientes limites cuando x — +co:

sfed) e o
ol 3] ol 2P of-2)"

X — +oo X

a) lim (1+5L)x= lim

b lim (5 + _)’x -5+ — 4oo

X - +oo

o lim (1+L)>=15=1

X - +oo

d) lim (1 + i)x = Ilim [(1 + L)X/Sr =5

X - +00

5.
e) lim (5+i)x=5+°°=+oo
X

X - +00

£) lim (1 - %)Sx = Ilim [(1 + i)_x]_5 =e>

X — +00 X — +00 —X

4. Calcula estos limites cuando x — +oo:

o e o,
ool oln) o+ 2"

X - +00

3x—2
a) lim (1 + l) =e3
X

_ 1 |4 ,
b) lim (1 — —) = [lim
2x

X — +oo X — +00

-2
=)
—2x

X - +oo

3 5x13/5
o lim (1 + SL) ¥ = lim [(1 + L) x] = e3/5
X

d)  lim (1+Zi) =15=1

X - +00

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad



-3/2
= 32

X - +00 X - 400 —2X

3 -2
e) lim (1 - L) . lim (1 + L) ~
2x

. sx/212
£) lim (1 + Si)jx = lim [(1 1 )>x 2] =e?
X

+
X & 400 X & 400 5x/2
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1. Sin operar, di el limite cuando x — —o de las siguientes expresiones:
) x2—V2x +1 b) x2 + 2% c) x2-2%
d) x2-27% e)2¥ -3 f) Va5-1 —5%
g) 2% — x? h) x2-Vxt-1 D Vx +2 — a2
j) 3—x _ =X

a) lim (xz—v2x+1)=+oo—(—oo)=+oo+oo=+oo

X — —00

b) lim (x%+ 2%) = +o0

X - —

o) lim (x?-2%) =+
X o —0

d) Iim (x2-27)=—0

X - —0

e) lim (2%—-3%)=_ow
X & —00

£) lim (Vx> =1 —5%) no existe

X —» —00

9 lim (2¥-x?)=-o

X — —00

h lim (x°—Vxt-1)=-w
X

- —00

D lim (Va+ 2 —x?) =-ow
X — —00

D lim (3F - 27%) = +oo

X — —00

2. Calcula el limite cuando x — —o de las siguientes expresiones:

3 3_ 3
a)?)x +5 40— y X X A)VxZ+x —Vx?+1
x+2 x—-2 2x2+1 2
JE— 32x
d)2x+VxZ+x e) VxZ+2x +x f)1+;
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1)5”+3 h) (xz + x—1)3x—1
x2+2

a) lim (5x3+5 4x3—x)= lim (—5x3+5_—4x3—x

X+ 2 X —2 X o400\ =X+ 2 - — 2

3t = 5+ 6x3 — 10 — 4ot + % + 8% —2x _

= [lim
X — +0o X2—4
_ gy XA a2 -Tx—10
X — +0o X2—4
3 23 _243 3
b) lim (x—_£)= lim ( X +§)= i 20+ 2x0 + x
x--o\2x2+ 1 2 X o ro\2x2+1 2 X 400 4x2 + 2

o lim (Va2 +x —Vx?+1)= lim (Vx? —x —Vx2+1)=

X - —00 X - +00

_ im (\/xz—x—\/x2+2)(\/x2—x+\/x2+1)= Iim -x-x-1 _

X o 400 VaZ—x+VxZ+1 x v V2 _x+ VxZ 41
= lim —x— 1 ] S

x oo \x2 — o+ V241 1+1 2
d lim (2x+Vx?+x)= lim (2x+Vx? - x)=

X > —00 X o +00

lim (—2x+\/x2—x)(—2x—\/x2—x)= Iim 4x? —x? +x

X =+ 2x—-Vx%—x x -t 2x—\x? - x

= lim ﬂ=_m

x =0 _2x Va2 - x
e lm (Vx? +2x +x)= lim (Vx? - 2x —x)=

X > —00 X > +00

_ im (\/xz—Zx—x)(\/xz—Zx+x)= Iim x? = 2x —x? _

X - +o0 Va2 = 2x + x X o ro N2 2+ x

= lim 2x =2 2,

x40 Vx2_2x+x 1+1 2

X —2X =X 6
f) lim (1 + i)z = lim (1 + i) : = Ilim [(1 + 1 ) /3] = ¢
X

X - —00 X - +00 —X X — +00 —.X'/5

Sx+3 —Sx+3 -
g Ilim (1 - l) T2 (1 + l) T e
X

X —» —00 X — +00 X
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2 _ 3x—1 2 _ _ —Bx -1
b lim (Lxl)x - lim (x_xl) T
x -0\ x2+2 x oo\ x2+2

lim
= e)(‘a +00

(7’(2 —x-1_ 1) (B 1)] lim (7*’“*3 (B 1))

X2+ 2 =¥l x?+2

I 3%+ 10x+3
=X te X2+ 2 =93
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x -1

1.Si lim f(x)=3y lim g(x)=2, dielvalor del limite cuando x tiende a 1 de
x -1

las siguientes funciones:

. S
a) f(x) + g(x) b) f(x) - g(x) ©) PTED)
d) f(x)8 e) Vg(x) ) 4f(x)-5g(x)

) lim1 (fo+g))=3+2=5
b) lz’ml (fx) - glw)=3-2=6

S 3

lim =2 =
© xlinl g 2

d) lim f(x)8W =32 =9
x -1

e) lim Vg(x) = V2

x -1

f) lz’ml (41 (x) — 5g(x)) =12 - 10 = 2
X -

2.Si lim f(x)=1y lim g(x)=m, entonces lim [f(x)+ g(x)]=1+m.

X - a X - a X - a

Enuncia las restantes propiedades de los limites de las operaciones con fun-
ciones empleando la notaciéon adecuada.

Si Ilim fx)=1vy lim g(x)=m, entonces:
X - d X - d

D lim [fQxo) + gl =1+m

X - a

2) lim [f(x)—g)]=1-m

X - ad

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 0



3) lim [f(x) - gl =1-m

X - d
4) lim &=L (Si m#0).
xﬂag(x) m

5)Si fx) >0, lim [ f(x)goo] - m
X - d

6)Si n esimpar,osi n espary f(x)20 - [lim Vf(x) = Vi

X - a

7St a>0y fx)>0, lm [log, f(x)]=log, !
X - a

3.S8i lim p(x)=+w, lim q(x)=+0o, lim r(x)=3y lim s(x)=0, di, en los casos
x - 2 x - 2 X - 2 X - 2

que sea posible, el valor del lim de las siguientes funciones:
x - 2

(Recuerda que las expresiones (+)/(+®), (+0) — (+), (0) - (+), (DG,
(0)/(0) son indeterminaciones).

r(x) p(x)
a) 2p(x) + q(x) b) p(x)-3q(x)  © P d) >
s(x) p (x) . .
RPTES) D™ 8 s(x) - p(x) h) s (%)
3-r(x) r(x)| s
1 r(x) . s(x)
i) px) i) r(x) K) ™ D :
m) r(x)P n) (x)~4 ) ("(;))P(x) ) (r(sx) )—p(x)

a) mez [2p(0) + g(0)] = +00 + (+00) = +00
X -
b) lz'm2 [p(x) — 3g(x)] = +00 — (+00). Indeterminado.

C) lim M:i:
x -2 p(x) +00

& dim P9 i 121
X - 2 p(-x) X - 2
e) lim s _ 0 0
x-2q)  +oo
) lim P = *®  Indeterminado.

x-2qx)  +oo

2 lz’m2 [sCx) - p(0)] = 0 - (+00). Indeterminado.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 0



h) lim s(x)’® =09 Indeterminado.
X - 2

D lim p(x)™™ = +003 = +oo
X - 2

Do lim r(0)s® =30 =1

X - 2
K lim 3=r® _3-3 _ 0 jeterminado.
)qu ) © o ndeterminado

b lim (g) _10-

X - 2

m) lim r()P® = 3%° = oo
X - 2

n) im0 =3 =0
X - 2

()
A lim (%)px = 1*°, Indeterminado.

X - 2

_ (X
0) lzm2 (%) ¥ 2 1-=. Indeterminado.
X -
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4. Calcula los limites siguientes:
3 _ 22 3
a) tim = Zx"t2x %5 b) tim 2% >x+ 1
xo-1 x*—6x-7 x4 x5+ 2x%3x
D lim X3 =202+ 2x+5 _ ypy ot D2 -3x+5)
x - —1 x2_6x_7 x - -1 (x+1)(x—7)
= [lim A-3x+5 9 9
x--1  x=7 -8 8

b) lim x3-5x+1 _ 45 15

X -4 x3 4+ 2x% - 3x 84 28

5. Calcula los limites siguientes:
rrrer Ut
a lim : b) lim ————
)x—»—s Va3 + 3x2 )x_,1\/x2+x—2

VaZ +2x-3 3 _ 6 [(x—1)3 (x + 3)3 6 f(x—1D3(x+3)
eiae " N

a) lim A 1 3)

x - -3 \/.x3+3x2

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad Q



Vo — x _\/x(x— Dlx + 1) o x(x+ 1
D I s MmNt e 02 T M NG

lim_f(x) no existe

_)/xﬁ
™~ lim f(x) = +o

x - 1
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6. Calcula: lim

(x2—5x+2 x3+2x+1)

x>0\ x2+2x x3+x
im (x2—5x+2_x3+2x+1)= i (x2—5x+2_x3+2x+1
x-0\ x%+2x X3+ x x>0\ x(x+2) x(x? + 1)

2+ D@?-5x+2) - (x+ 203 +2x+ 1) _

= lim
x =0 x(x+ 2%+ 1)

- Iim x5+ 20 +x? —5Sx+2—xt —2xf —x—2x3 —dx—2 _
X0 x (e + 2% + 1)

o Tx3 X —10x 5. x(—Tx%+x—10) _
lim =L = 2 = o =
x-0x+2D2+1) x-0 x(x+2)2+1)

—Tx2 oy _
= lim Tx*+x-10 _ -10 -5
x-0 (x+2)x2+ 1D 2-1
2 4 x+1
7. Calcula: lim (ﬂ) x=7
x -7 x—3
x+1 (X =Tx+ 4 )‘x+1 - (x2—8x+7<x+1)
/ -1 lim (X —ox+/ X+
Iim (M)H =ex”f’7( x-3 =72 g\ -3 x-7
x -7 x-3
Iim =D x-D+1 lim (x—Dx+1D
=px-7 (x=3)(x-7) =eox-7 (x—3) = el2
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1. Encuentra cuatro intervalos distintos en cada uno de los cuales la ecuacion:
2x% - 14x2 + 14x—1 =0 tenga una raiz.
Consideramos la funcion f(x) = 2x% — 14x% + 14x — 1.
Tenemos que f(x) es continua en IR y que:

_4) = a
j:g_g _ 321<>00||% Hay una raiz en (=4, —3).

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 0



FO)=-1<0

H i zen (0,1
ay una raiz en .
fh=1>0g v :

J(H=1>0 0 ) s
F(1,5) = —1,375 < OE ay una raiz en (1; 1,5).

;8’)51 =3 ;1’()375 < Oé Hay una raiz en (1,5; 2).

2. Comprueba que las funciones e*+e~—-1y e¥—e™ se cortan en algin punto.
Consideramos la funcion diferencia:
Fx)=e*+ter-1-(e"—-eM=e"+te¥-1-e"+te¥=2e"-1

F(x) es una funcion continua. Ademads:

j:g - 10>22 < OE Signo de F(0) # signo de F(1),

Por el teorema de Bolzano, existe ¢ O (0,1) tal que F(¢) = 0; es decir, existe
¢ 00, D tal que las dos funciones se cortan en ese punto.

3. Justifica cuales de las siguientes funciones tienen maximo y minimo absoluto
en el intervalo correspondiente:

a)x2-1 en [-1, 1] b) x2 en [-3, 4]
o) 1/(x—-1) en [2,5] d) 1/(x-1) en [0, 2]
e) 1/(1 + x?) en [-5, 10]

a) f(x) = x> -1 es continua en [-1, 1]. Por el teorema de Weierstrass, podemos ase-
gurar que tiene un maximo y un minimo absolutos en ese intervalo.

b) f(x) = x> es continua en [-3, 4]. Por tanto, también tiene un miximo y un minimo
absolutos en ese intervalo.

1
‘x_

o) f(x) =

es continua en [2, 5]. Por tanto, tiene un maximo y un minimo abso-
lutos en ese intervalo.

1
x_

D flx) = no es continua en [0, 2], pues es discontinua en x = 1. No podemos
asegurar que tenga maximo y minimo absolutos en ese intervalo. De hecho, no tie-

ne ni maximo ni minimo absolutos, puesto que:

lim f(x)=-c y [lim S0 =+
x - 17 x -1

e) f(x) = 1 5 s continua en [-5, 10]. Por tanto, tiene maximo y minimo absolu-
1+x

tos en ese intervalo.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 0
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Sabiendo que lim a,=+o,limb,=—-o y limc, =3, dien cuales de los si-

guientes casos hay indeterminacion.

En los casos en que no la haya, di cual es el limite cuando x — +oo:

a)a,+b, b)b,+c,
n an
e, D3,
e) (a,)’n B3-cl-a,
b, 3 \o,
&3 ¢ Wi

a) lim(a,+b,)=lima, +limb, = +o + (-x) =

=400 — (+c0) - Indeterminacion.

b) lz’m(bn + Cn) =limb, +limc, = -0 +3=—0
9) lim& - -t

Cﬂ 3

a +00
dlim -2~ == _ Indeterminacion.

bn —®
e limla)n=3=-1 =0

3+oo

)lim3-c)-a,=0-(+0) - Indeterminacion.

Q) lim% = Z2 - too (puede ser +®@ o —oo).

% ()

n

p 3 1bx Cw N
h) lim B =1 — Indeterminacion.

2 Calcula los limites cuando x - —o de las siguientes funciones:

_2x+5 _10x-5
) f(x) = ——— b) g(x) il
3 -
O b(a) = 3+ x4 D i = X123
2x+3 7 +5x3

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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2x+5 _ lim —2x+5 _

a) lim -2
X -0 2—X X » 0 2+ X
by fm A9X=5 _g
X —» —0 Xz +1
2 2
O I X EX-4 g, X -—x-4 —X-d
X o —00 2x + 3 x » 400 —2X+ 3
3 _ 43 _
d) lim XNA2X=D gy, X -2x=3 1
X - —0 7+5.x3 X — +oo 7—Sx3 5
3 Calcula los siguientes limites:
. V3u2+6n . 5n*—7
a) lim W b) lim n+1
c) lim 1+Vn d) lim _3n
2n-3 Vnd + 2
_ 32+on . . V3n V3
s TR
5n? -7
b) lim i1 — e
_1+Vn
o) lim o3 0
d  lim _Sn . 0
Vid + 2
4  Calcula estos limites:
x2+1
a) lim (e*—x3) b) lim
X — +00 X — +00 e
2
o Ilim (Vx2+x —Vx+7) &) lim In(x”+1)
X — +00 X — +00 X

a) lim (&¥—x3 =+
X - +00

2
b) Ilim X +1=0

X o 40 e

o Iim (Vx?+x —Vx +7)=+c0
X o 400

2
& tm BO2ED

X — +00

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad



5 Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados obte-

nidos:
a) Ilim (0,5+1) b) lim 2x+1
X - —00 X - —00
X 1-3x
c) lim (1 —l) d) lim (1 + E)
X — —00 X X — —00 X
Q) lim 055+ 1) = lim (0,5 + 1) = +oo N
X - — X — too

b) lim 2X*1= Iim 2%x*1l=0

X - —0 X — +oo 4/

X —-X
o lim (1—i) - lim (1+l) —et= L T Ve
X - —00 X X — +00 X e |
1-3x 1+ 3x
d  lim (1+£) = Ilim (1—2) =
X - —0 X X - +00 X
_ 2 _ 2-06x\ e mmmmmmemaaa o0
lim |1 -2 -1+ 3x%) lim e
=ex4+oo( X ) =ex4+oo( )=€_6=L \ ‘
0 [
6 Halla:
a) lim (Vx2+2x —Vx%2—=4) b) lim (Vx%+1 +x)
X - —00 X - —00

a) lim (Vx?+2x —Vx?—-4)=

X - —00
- im (Va2 + 26 = Vx2—4) (Va2 + 2x + Vx2 — 4) _
X o -0 Va2 + 2x +Vx2 -4
3 (% +2x) — (x2 - 4) 3 2x + 4
= [lim = [lim =

xo-o Vx2+2x+ Va2 -4 x--w Va2 +2x+Vx2—4

- lim —2x+4 _ 2 _2_ 4

xoteo VxZ_2x+Vx2—4 L1+1 2

b fm (Vx?+1 +x)= hm (Vx?+1 —x)=
X X — +00

- —00

x?+ 1 —x?

(Va2 +1-x)(Va2 + 1 + x) _

= lim lim ———"— =
X - 400 Va2 + 1+ x x -0 V2 + 1+ x
_ 1
= Jim ——— =0

x v V2 + 1+

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 0



Sabiendo que:

lim p(x) =+ lim q(x)=—o
x - 2 X - 2

lim r(x)=3 lim s(x)=0
x - 2 x - 2

di, en los casos que sea posible, el valor de los siguientes limites:

_ o os(x) ; .
a) xhinzp ) b) xhznz [s(x) - g(x)]
o) lim [s(x)]P™ d lim [p(x)-2q(x)]
x - 2 X - 2

a) lim s _ 0 _ 0
x -2 p) +00

b) lim [s(x) - q(x)] =0 (-0) - Indeterminado.
X - 2

o lim [sQ0P@ = 0*® =0
X - 2

d) lim [p(x) — 2q(x)] = +00 — 2 (—00) = +00 + (+00) = +00
2

X -

Calcula:
2
a) lim (x +3 —l) b tim |—2 1
x-0\ x3 x x-1[(x=-1)2 x(x-1)
, 2+3 1 _ox?+3 - .3 3
a) lim (x ——)= lim =——— = = =2
x -0 x3 X x -0 X3 x -0 x (0]

Hallamos los limites laterales:

lim — =—o0; [lim 3 - +00,

)

x - 07X x - 0% X3

2 B 1 - lim 2x—(x-1D _ ;.. 2x-x+1_
x-o1|lx=1D* x(x-1) x -1 x(x—1)>2 x -1 x(x—1)72

_ x+1

2
x-1x(x-12% 0

Hallamos los limites laterales:

m —XF L e m XYL e
x -1 x(x —1)>? x - 17 x(x — 1)?

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad



9 Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +o:

S5x%—2x+1 x +log x
a) f(x)=——— b xX)= —=—
)S(x) (2x —1)? ) g(x) log x
_ .
O b= 32V @ i) = 22
V2x +1 2¥+1
2 _ 2 _
a)  lim Sxf-2x+l . SxT-2x4 1S5
x - 40 (2x —1)? X - 400 4x% — 4x + 1 4
x + log x
b)) lim —————= Iim +1]=+40 +1 = 400
x -+ logx x - +oo0 \ log X
o lim 3ravx lim 2V =i,=2_\/2=\/§

Xt \opr1  x-te V2 Vx o V2 2

. X
& m S 3

X o 400 2% + 1
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10 Calcula los siguientes limites:

2
a) lim (x;Sx_S_x) b) lim (x?—Vx*+2x)
x40\ X+1 2 X - +00
. x 32 ) _ (3x+4)x‘1
1,2% — — _
C) xlim+oo( ’ x+1 d) xli"jll—oo 2x +5

) lim (962—_590_5_96): iim (2962—10X—3x(x+1))=

X > 40\ X+ 1 2 X - +00 20+ 1)
2 _ _ 2 _ A2 _
-y 2X2-10x-3x-3x . —xf-13x
X — +0o 2x + 2 X — +o0o 2x + 2

b) Iim (x?—Vx*+2x) = lim (w2 - Vit + 200) (a2 # Vot + 20)
X — +00 X — +00 .X‘2+'\/.X4+2x

4 _ 4 4 _ ah —2x
- o X =Wt29 o, X oxP o2 o TEX

x40 x2 4 xt 2 xo o x2 4Vt + 2 x - 4o X2+ V't + 2

2
o lim (1,2"— SL) = +00
X - +00 x+1

-1 +00
d) lim (33(: A 4)X = (i) = +00

x5 400 \2X + 5

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad @



11

Calcula:

a) lim 3 ——4% | b) um (w)
x-2|x2=5x+6 x-2 x -2 x—-2

o lim (M) d) lim 2x+1-VéxZ+1)
x>0 x2 X o +00
) 3 4 ) 3 4

Q) - - _ -

R ety UL Fpoyrpes) m-zJ

3-4x-3) _ 40 3-4x+12 _ . Ax+15 7

R s s SN ooy S erau ) Ty S

Hallamos los limites laterales:

P —4x + 15 _ —4x + 15

Im ——X*t 1D =t
P T NI A g T
by i 1-V3-x . (1 -vV3-x)0+V3-x)
m — = m — =
x-2 X=2 x-2 (x=-2(1+V3-x)
_ 1-3-x - lim 1-3+x

vo2 (-1 +V3—-x) x-2x-2(1+V3—x) )

X —2 Ii 1

lim = zm—=l
x-2(x-20+V3-x) x-21+V3-x 2

o fim Y9-8 g, Wxr9-3)0x+9+3) w199
x -0 X x -0 x2(Vx+ 9+ 3) x-0x2(Jx + 9 +3)

p X p 1
hm —_— = hm [
X0 x2(Vx+9+3)  x-0x(Wx+9+3)

- 1
0

Hallamos los limites laterales:

lim 7;=—00, lfm ; = 400
-0 x(Vx+9+3) x- 0" x(Va + 9 +3)

o _ 2 2
O i (2xr 1 NEETT) = g IV Do 1 Vit e D)
X — too X — too (2x+1+'\/4‘x2+1)

i Qx+DP-CG? + D e At dx+ ]l -4t + 1
xoto 2+ 1+ Vax2+ 1)  w-ve 20+ 1+ VaxZ + 1)

. hov 42 4 4
= lim = =—=1
xovo (2x+1+V4x2+1) 2+2 4

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 6



12 Averigua si estas funciones son continuas en x = 2:

O3x—2 si x<2 Ox2-1 si x<2
b
D).f(x) = D6 x six=2 )S() = DZ +1 si x>2

a) lim fx)= lim Bx-2)=4
X - 27 X - 27

f(x) es continua en x = 2,

lim +f(x) = xlz;mT 6—-2x) =4 puesto que  lim f(x) = f(2).
X - 2

X - 2

J2)=6-2-4

b) lim fx) = lim (x*-1) =3
X - 2 X - 27 f(x) no es continua en x = 2,

puesto que no existe  lim [(x).
X - 2

lim f(x) = lz’m+(2x +1D=5

x - 2" X - 2

13 Estudia la continuidad de estas funciones:

Dl/x si x<1
2x 1 six=>1

) f(x) = 0° st a<1l by f(a) =

Oin x si x=>1

a) e En x# 1 - f(x) escontinua; puesto que e* y [nx son continuas para
x<1 vy x=1, respectivamente.

eEn x=1: Iim fx)= lim e¥=e% lim f(x)= lim (Inx) =0
x - 17 x -1

x - 17 x -1

No es continua en x =1, pues no existe lim f(x).

b) El dominio de la funcién es D =R —{0}.
eSi x#0 y x#1 - La funcién es continua.

e En x = 0: Es discontinua, puesto que f(x) no esta definida para x = 0. Ade-
mas, [lim f(x)=-o0 y [lim f(x)=+oc. Hay una asintota vertical en x = 0.
x - 0*

x - 0
eEn x=1: lim f(x) = l’m l=1 E
x - 1~ 17X 0
, E S es continua en x = 1,
xlimff(x) = xlljnl Qx-1) = 1E pues xh,inlf(x) - AD.
fMH=2-1-1=2-1=1 %

PARA RESOLVER

14 a) Calcula el limite de la funcion f(x) cuando x - 0, x - 2, x - 3,
X - +00, X — —00:

___x-3
S(x) Posxtt

b) Representa graficamente los resultados.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad Q



_ x=3 _ x=3
S = e T =D

_ - 3 -1

/ =_< = __
xlznoj(X) 6 2

_ _ 1 1

/ = lim — =
xli%Zf(X) xliﬂz x =2 0)

Hallamos los limites laterales:  [lim f(x) = —o0; [im f(x) = +oo
X - 27 x - 2"

_ _ 1
lim f(x)= lim —— =1
xﬂif x43x—2

lim f(x)=0; lim f(x)=0

X - +00 X - —

b) :

x2-9

2

en los puntos en los que no
x“—3x

15 a) Calcula el limite de la funcion y =
S esta definida.

b) Halla su limite cuando x — +» ycuando x - —» y representa la funcion
con la informacion que obtengas.

c) ¢Cuales son los puntos de discontinuidad de esta funcién?
a) El dominio de la funcién es: D =R —{0, 3}, pues el denominador se anula en:

x(x—3)=0/x=0

2— = —
x*—=3x=0 — =3

x*=9 _ (x+3)(x-3)
x2% - 3x x(x—3)

y:

x+3_ 3

lii .
xl_?"rlo X )

Hallamos los limites laterales:  [lim x*+3 —oo;  [lim x*3 +00
x-0- X x -0 X
, +
Iim * 5.6 2
x -3 X 3

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad Q
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17

b) Ilim X+3=1; lim X+3 g

X - 0 X X - —00 X

©) La funcion es discontinua en x =0 (tiene una asintota vertical) y en x =3 (no
estd definida; tiene una discontinuidad evitable).

Determina el valor de a para que se verifique lim (Vx?+ax+1 —x)=2.
X - +00

(Wx2+ax+1-x) (Va2 +ax+1+x) _

lim (Vx*+ax+1 —x)= lim —
X - +oo X — +oo \/X2+61X+1+X
. o xX?tax+1—x? _ ax + 1 a a
= lim —= = [im ———— = ===2 - a=4
xotoVxltax+1+x x-+oVxl+agx+1+x 1F1 2

2 12

x=3 x?-9

Halla los puntos de discontinuidad de la funcién y =
en alguno de ellos la discontinuidad es evitable.

y di si

po2 12 _2x+3)-12 2046-12 _ 20-6
xX=3 x2_9 &-3Dx+3) W-3Dx+3) (x-3)(x+3)
_ 20x-3)

(x = 3)(x + 3)

La funcion es discontinua en x =3 yen x =-3; pues no esta definida para esos
valores.

e En x=-3: lim M = —00; lim 2 . +00

x o3 (x=3)(x + 3) S oxolat (x+3)

Hay una asintota vertical en x = -3, la discontinuidad no es evitable.

eEn x=3: [im M— lim 2 =£=l

xo3@—3x+3) x.3@x+3) 6 3

Luego, en x = 3, la discontinuidad es evitable.

Calcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean
continuas:

Ox+1 si x<2 Ox+k six<o0
- s b - s
DS =0 v sixsz P00 Gxso

a) e Si x# 2, lafuncion es continua.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad @



e En x=2:

lim fo)= lim (x+1)=3 O
X - 27 X - 27 %

lim fo)= lim (k—x)=k-2 E Para que sea continua, ha de ser:
x - 2% x - 2% E k-2=3 o k=5
f@=2+1=3 H

b) e Si x# 0, la funcién es continua.
°eEn x=0:

lim fo= Iim (x+k =%k U
x - 0 x - 07 %

lim f(x)= Ilim (x*-1)=-1 % Para que sea continua, ha de ser: &= -1
x - 0" x - 0* 0

a

JO=0+k=k E

19 Calcula el valor de k para que cada una de las siguientes funciones sea con-
§ tinua:

Xl Vxs1
a)f(x)=Ex—1 st x#1 b)f(x)=E;T si x#1

k si x=1 k six=1

a) eSi x# 1, lafuncion es continua.

eSi x=1:

, _ 41 B+ xtrx+Dx—1D
lim f(x) = Ilim X = [lim =
xalf x-1 x-—1 x o1 x-D

im 3 +x2+x+1)=4
x -1

S =rFk
Para que sea continua, ha de ser k= 4.
b) e Si x # 1, la funcion es continua.

eSi x=1:

lim —\/;_1 = lim (\/;_1)(\1;+1> = lim —(x—l_) =
x-1 x—=1 x-1 (x—-DWx+1) x-1 (- D+ 1)

1
s

S =k

. 1
Para que sea continua, ha de ser k= >

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad é



20 Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones para los dis-
g tintos valores del parametro a:

Ux2 + ax si x<2 Ueax si x<0
= s b =
)./ (x) %a— x% sioa>2 )/ () Ex +2a si x>0

a) * En x # 2, la funcién es continua.

°eEn x=2:
lim fQo) = lm (x*+ax) =4+ 2a
X - 27 X - 27 0
lim +f(x)= lz’m+(a—x2) =a-4 %Para que sea continua, ha de ser:
Xl X2 E4+2a=a—4 - a=-8
F2) =4+ 2a H

Por tanto, la funcién es continua si @ = -8, y es discontinua (en x=2) si a # -8.

b) e En x # 0, la funcién es continua.

e En x=0:
lim fo)= lim e™=1
x - 0 x - 0

lim f(x) = lz’m+(x + 2a) = 2a

Para que sea continua, ha de ser:
x - 0* x -0

1=2a - a=l
2

R

[ =1

Por tanto, la funcién es continua si a = %, y es discontinua (en x=0) si a# %

Pagina 247
21 Estudia la continuidad de esta funcion:

[k +20si x<-1
J(x) = Ox?2 si-1<x<1
2x+1 si x>1

eSi x#-1y x#1 - lafuncion es continua.

eSi x=-1:
lim f)= Iim |x+2|= 1%
x - —1- X - —1-
]
lim fx)= lhm x*=1 [ La funcion es continua en x = —1.
x - 1% X - 1% U
U
U
fD =1 u

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad @
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23

eSi x=1 - No es continua, pues no estd definida en x = 1; no existe f(1).
Ademas:
lim f(x)= lim x*>=1
x - 17 x - 17
La discontinuidad es de salto (finito).
lim fo= Ilim Qx+1) =3

x - 1* x - 1"

Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de pro-
ducto cobra la cantidad de 5 €. No obstante, si se le encargan mas de 10 uni-
dades, disminuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

U5x si 0<x<10
Cx)=0——5——
OvVax?+500 si x> 10

a) Halla a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nu-
mero de unidades que se compran.

b) ¢A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisi-
mas” unidades?

U El precio de una unidad es C(x)/x.

a) lim Cx)= Ilim 7(5x) =50

x - 10~ x - 10

lim C(0) = Iim Yax*+ 500 = V100a + 500
x - 10* x - 10*

C(10) = 50

Para que sea continua, ha de ser:

V100a + 500 =50 - 100a + 500 = 2500 - 100z =2000 - a =20

CQO _ ypy Yax? 500

2. = o
b lim jim Y202+ 500 55 L4 47 e
X —» +00 X X - +00 X X — +00 X
si x<0

Dada la funcion f(x) = Eex
Ol—-x six>0"

a) Estudia su continuidad.

b) Halla lim f(x) y lim f(x).

X — +0o X - —00

a) ®Si x#0, lafuncion es continua.

eEn x=0:
lim fx) = lim e*=1
x - 0~ x - 0~

lim f(x)= lim (1-x) =1 También es continua en x = 0.
x - 0F x - 0"
fO=1-0=1 ﬁ

Por tanto, f(x) es continua.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad Q



b lim [ = lim (1-x)=-oo

X — +00 X — +o0o
lim f(x)= Ilim e¥=e = L _p
X > — X - —© et®

En el laboratorio de Biologia de la universidad, han determinado que el ta-
mafio T de los ejemplares de una cierta bacteria (medido en micras) varia
con el tiempo ¢, siguiendo la ley:

Vt+a si t< 8 horas

-3 +V3t—15
t— 8

@ =
si > 8 horas

El parametro a es una variable biologica cuya interpretacion trae de cabeza
a los cientificos, pero piensan que puede haber un valor para el cual el cre-
cimiento se mantenga continuo en ¢ = 8.

a) Decide la cuestion.

b) Investiga cual llegara a ser el tamafio de una bacteria si se la cultiva inde-
finidamente.

Q) lim T(t)= lim Vt+a =V8+a
[ to 8

3+ V3r-15 _ ;. V3r-15-3 _

im T(t) = i
tim T tiné* -8 t- 8" -8

t - 8"
- (V3t-15-3)(V3t-15+3) _ i 3=15-9
[ -8 (t-8W3t-15+3) t -8 (1-8)(V3r—15+ 3)

lim 5t — 24 = Ilim 3-8 =

-8 (t—-8)(3t—15+3) -8 (1-8)(V3r-15+ 3)

fim -3 _ 1

-8 V3-15+3 6 2

Para que 7(¢) pueda ser continua, tendria que cumplirse que:

1 -31

e 1
V8+a == - 8+a=— - a=—"=
2 477 4

_ 31
Pero, si a = %, quedaria T(t) = '\/t_ 7 sl 1<8

Esto daria lugar a que 7() no existiera para < % = 7,75 horas.

Por tanto, 7o hay ningtn valor de a para el que el crecimiento se mantenga
continuo.

b) lim T@) = lim M = \/— = V3 = 1,73 micras.
! & 400 I & +oo tr—8 1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad @



25

Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x - +o vy cuando

x — —oo, definiéndolas previamente por intervalos:

a) f(x) = Ox— 30— OxO b) f(x) = Rx—10+ x o) f(x) =

aA)eSi x<0: |x-3] - |x]=-x-3)-(0)=-x+3+x=3
°Si 0<x<3 |x-3|-|x|=-(x-3)-x=-2x+3

°Si x>3 |x-3]| - [x|=(-3)-x=-3

3 si x<0
Luego: f(x)=[-2x+3 si 0<x<3
-3 si x>3

lim f(x)=-3;, lim f(x) =3

X — +oo X - —
beSi 2x-150 - xs<o
[2x—1] +x=-Qx-D+x=-2x+1+x=-x+1

eSi 2x-1>0 - x>%

[2x—1] +x=Qx-D+x=3x-1

-x+1 si x< %
Luego: f(x) = 1
3x—1 si x> 5

lim f(x)= lim Bx-1) = +oo

X — +0o X — +00

Iim f)= Ilim (—x+1D= Ilim (x+1)=+00
X —» —0 X — —00 X — +00

x+1 _x+1
E I

c)®Si x<O0:

x+1_x+1

eSi x>0:
| x| x
xrl si x<0
Luego: f(x) = _jc
X si x>0
lim feo = tim XL
X — +00 X > +o X
lim f(x)= lim XLy XL
X — —00 X - —00 —X X — +00 X

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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26 Se define la funcion f del modo siguiente:

_Omx-1 six>1
S %2x2+ax+b si x<1

Encuentra los valores de a y b para que la funcion sea continua y su grafi-
ca pase por el origen de coordenadas.

e Para que la grafica de f(x) pase por el origen de coordenadas, ha de ser f(0) =0,
es decir: f(0)=b=0

e Para que la funcion sea continua (para x # 1, es una funcion continua), tenemos

que:
lim f(x)= lim Qx*>+ax)=2+a [
x - 1- x - 1" [l
8
lim fo) = Ilim (Inx-1 =-1 0 Han de ser iguales, es decir:
x -1t x -1 %2‘*'%:—1 - a=-3
fH=2+a %

Por tanto, si @ =-3 y b =0, lafuncion es continua; y su grifica pasa por el ori-
gen de coordenadas.

27 Calcula: lim

x -0

[ A+rx—i-x
3x

\/1+x—\/1—x= (\/1+x—\/1—x)(\/1+x+\/1—x) _

lim lim
X =0 3x X 0 ax(V1+x+Vl-x)
- lim A+x-0A-x _ I 1+x-1+x

x-03x(V1+x+Vi-x) x-03xH1+x+Vl-x) )

_ 2x 2 2
= Iim =

lim =
x-03x(WV1+x+Vli-x) x-03Vi+x+Vli-n) 32

X
3

28 Dada f(x) =%, justificaque tim f(x)=1y lim f(x)=-1.

X — +00 X — —00

si x<0

_Ha+
S = N

X +

si x>0

lim f(o) = lim —~— =1

X - 400 x o 40X + 1
lim f(x)= lim =X _ -
X - —00 X o -00 X+1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad @
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Estudia la continuidad en x = 0 de la funcién: y = 2x + DXTD

¢Qué tipo de discontinuidad tiene?

En x =0, la funcién no esta definida, luego es discontinua. Como:

_2x-1 si x<0

entonces:
Rx+1 si x>0’

lim (2x-1) = -1; ll’mo+ Qx+1D =1
X -

x - 07

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.

CUESTIONES TEORICAS

30
S

Sea la funcion f(x) = x2 + 1.

¢Podemos asegurar que dicha funciéon toma todos los valores del intervalo
[1, 5]? En caso afirmativo, enuncia el teorema que lo justifica.

f(x) es continuaen [0, 2]y f(0) =1, f(2)=5

Por tanto, por el teorema de los valores intermedios, la funcién toma, en el interva-
lo [0, 2], todos los valores del intervalo [1, 5].

31 Da una interpretacion geométrica del teorema de Bolzano y utilizalo para
S demostrar que las graficas de f(x) = x3+x? y g(x) =3+ cos x se cortan en
algun punto.

e Interpretacion geométrica: Si una funcion f(x) es continua en un intervalo ce-
rrado, y en sus extremos toma valores de distinto signo, entonces, con seguridad,
corta al eje X en ese intervalo.

e Para las dos funciones dadas, f(x) =x3 +x? y g(x) =3 + cos x, consideramos
la funcion diferencia: f(x) — g(x) = x3 + x> = 3 — cos x
Como f(x) y g(x) son continuas, también lo es f(x) — g(x).

O-g®=-4 - [f(O-g0)<0
Ademas: Df( 8 .
2 -g2 =942 - f(2)-g2)>0
Por tanto, existe un nimero ¢ U (0, 2) tal que f(c) —g(c) =0 (aplicando el teo-
rema de Bolzano), es decir, f(c) = g(o).
Pagina 248
352 Sea la funcién f(x) = =~ _24 .

El segundo miembro de la igualdad carece de sentido cuando x =2. ;Como
elegir el valor de f(2) para que la funcion f sea continua en ese punto?

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 0



p p 2_4 . (x=2x+2) p
lim f(x) = Ilim X = Jim ——=—"_ = = im (x+2) =4
x—.Zf X-2 X—=2  x52 (x-2) X2

Para que [ sea continua en x = 2, debemos elegir f(2) = 4.

33 De una funcion g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que
para 0<x<1 es:

_xt+x
g(x) .

¢Cuanto vale g(0)?

2
lim g(x) = lim XTHEX o Iim xx+ D) _ Iim (x+1)=1.
X—>O+ X—>0+ X X—>O+ X .X'—v0+
Por tanto, g(0) = 1.
3S4 Dada la funcién:
xT_/* si 0< s%
S(x) = :
e*?  si 5< <1

observamos que f esta definida en [0, 1] y que verifica f(0)=-1<0 y f(1) =
= e >0, pero no existe ningin ¢ (0, 1) tal que Sf(©) = 0. ¢Contradice el
teorema de Bolzano? Razona la respuesta.

lim [ = Iim 2= 47
X - 1/27 xo1/2- 4 8

lim f(x)= lim e = 1/4
x - 1/2* x - 1/2%

f(x) mo es continua en x =

o=

Por tanto, / no es continua en el intervalo [0, 1]; luego no cumple las hipotesis del
teorema de Bolzano en dicho intervalo.

35 Sesabe que f(x) es continua en [a, b] y que f(a)=3 y f(b) =5. ;Es posi-
ble asegurar que para algin ¢ del intervalo [a, b] cumple que f(c) =7? Ra-
zona la respuesta y pon ejemplos.

No lo podemos asegurar. Por ejemplo:

S(x) =x+ 3 cumple que f(0) =3 y f(2)=5. Sin embargo, no existe ¢ [0, 2]
tal que f(c)=7, yaque: flo)=c+3=7 - c¢c=4 - c0O[0,2]
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Halla razonadamente dos funciones que no sean continuas en un punto x,
de su dominio y tales que la funcion suma sea continua en dicho punto.
Por ejemplo:

0 i
S = ot ! o X¥#2 16 es continua en x=2;
02 si x =2

D _ .
gx) = sz Lost x#2 no es continua en x = 2;

4 si x=2

pero la funcion suma, f(x) + g(x) = 3x, sies continua en x = 2.

¢Tiene alguna raiz real la siguiente ecuacion?: sen x +2x+1=0

Si la respuesta es afirmativa, determina un intervalo de amplitud menor que
2 en el que se encuentre la raiz.

Consideramos la funcion f(x) = sen x + 2x + 1.

Tenemos que: f(x) es continua en [-1, 0].

JEED=184<0

H0) =150 E signo de f(1) # signo de f(0)

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ O (-1, 0) tal que
f(o) = 0; es decir, la ecuacion sen x +2x +1 =0 tiene al menos una raiz en el in-
tervalo (=1, 0).

Demuestra que la ecuacion x5 + x + 1 =0 tiene, al menos, una solucion real.

Consideramos la funcion f(x) = x° + x + 1.

Tenemos que: f(x) es continua en [-1, 0].

.;EB)D==1_>1 g 0@ signo de f(=1) # signo de f(0)

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ O (-1, 0) tal que
f(o) = 0; es decir, la ecuaciéon x° + x + 1 =0 tiene al menos una raiz en el inter-
valo (-1, 0).

Una ecuacion polinémica de grado 3 es seguro que tiene alguna raiz real.
Demuestra que es asi, y di si ocurre lo mismo con las de grado 4.

e Si f(x) es un polinomio de grado 3, tenemos que:

—Si  lim f(x) =+, entonces lim [f(x)=—00; ysi

X — +oo X — —00

— lim f(x) = -0, entonces [lim [f(x) = +oo.
X — +0o X — —00
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Por tanto, podemos encontrar k tal que: signo de f(—k) # signo de [f(k).

Ademas, f(x) es continua. Por el teorema de Bolzano, sabemos que f(x) tiene
al menos una raiz en el intervalo (=&, k).

e Si f(x) es un polinomio de grado 4 no ocurre lo mismo. Por ejemplo, x%+ 1 =0
no tiene ninguna raiz real; puesto que x*+ 1 >0 para cualquier valor de x.

40 Si el término independiente de un polinomio en x es igual a —5 y el valor
S que toma el polinomio para x =3 es 7, razona que hay algiin punto en el in-
tervalo (0, 3) en el que el polinomio toma el valor —2.

Si f(x) es un polinomio, entonces es una funciéon continua. El término indepen-
diente es igual a —5; es decir, f(0) =-5; y, ademads, f(3) =7. Por tanto, aplicando
el teorema de los valores intermedios, como -5 < -2 <7, podemos asegurar que
existe ¢ O (0, 3) tal que f(c) =-2.

41 1La funcion y = g x toma valores de distinto signo en los extremos del in-

31T

tervalo —] v, sin embargo, no se anula en él. ;Contradice esto el teore-

I
4’ 4

ma de Bolzano?

3T

47 4 [

. . T . .
La funcién y = fgx no es continua en x = 5> que estd en el intervalo

Por tanto, no podemos aplicar el teorema de Bolzano para dicho intervalo.

42 Considera la funcion f(x) = Dx‘iD Determina su dominio. Dibuja su grafica
y razona si se puede asignar un valor a f(0) para que la funcion sea conti-
nua en todo R.

b1 osix<o0 L
S = El G x>0 Dominio = R — {0}

Como [lim f(x)=-1%# Ilim f(x)=1, no podemos asignar ningin valor a f(0)
x - 0" X - 0+

para que la funcién sea continua en todo R (pues en x =0 no lo es).

Grafica:

-1
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Si existe el limite de una funcion f(x) cuando x - a, ysi f(x) es positivo
cuando x < a, ;podemos asegurar que tal limite es positivo? ;Y que no es ne-
gativo? Justifica razonadamente las respuestas.

Si f(x) >0 cuando x <a, entonces, si existe [im f(x), ha deser [lim f(x)=0.
X —d X - a

Por tanto, podemos asegurar que el limite no es negativo (podria ser positivo o cero).

a) Comprueba que lim [In(x+1)—Imn(x)]=0.

X - +00

b) Calcula lim x[ln(x+ 1) —In(x)].
X - +00

) Ilim Inx+D-m]= Ilim ln(erl) =nl1=0

X — +0o X — 400 X

X

b lim xlmx+ D —Inl= lim xzn(’“l) = lim m(x”)]=

X — 400 X — 400 X X — 400 X

X
= [lim ln(1+l) =ne=1
X — +0o X

De dos funciones f(x) y g(x) se sabe que son continuas en el intervalo
[a, b], que f(a)>g(a) yque f(b)<g(b).

¢{Puede demostrarse que existe algin punto ¢ de dicho intervalo en el que
se corten las graficas de las dos funciones?

Consideramos la funciéon f(x) — g(x).

e Si f(x) y g(x) son continuas en [a, b], entonces [(x) — g(x) es continua en
[a, b.

e Si f(a) > g(a), entonces [f(a)—g(a) > 0.
e Si f(b) <g(b), entonces [f(b)—g(b) <O.
Es decir, signo [f(a) — g(aw)] # signo [f(b) — g(b)].

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ O (a, b) tal que

flo)—g(o) =0, es decir, tal que f(c) = g(o). (Las graficas de f(x) y g(x) se cor-

tan en x = C).

Si f(x) es continuaen [1,9], f(1)=-5 y f(9) >0, ;podemos asegurar que
g(x) = f(x) + 3 tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9]?

¢ Si f(x) es continua en [1, 9], entonces g(x) = f(x) + 3 también serd continua en
[1, 9] (pues es suma de dos funciones continuas).

e Si f(1) =-5, entonces g(1) =f(1)+3=-5+3=-2<0.

e Si f(9) >0, entonces g(9 =/f(9) +3>0.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad é
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Es decir, signo de g(1) # signo de g(9).

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ O(1, 9) tal que
g(0) =0, es decir, la funcion g(x) tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9].

Escribe una definicién para cada una de estas expresiones y haz una repre-
sentacion de f:

a) lim f(x)=3 b) lim f(x)=-c
o) lim f(x)=+w d) lim f(x)=—0
x > 2 x - 2

a) Dado €>0, existe b tal que, si x <-h, entonces |f(x)—3]| <E.
b) Dado k, podemos encontrar b tal que, si x> h, entonces [f(x) < —k.
¢) Dado k, podemos encontrar & tal que, si 2 -8 <x <2 entonces f(x)> k.

d) Dado k, podemos encontrar & tal que, si 2 <x <2+ 0, entonces [(x) < —k.
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Si una funcién no esta definida en x =3, ;puede ocurrir que lim f(x)=5?
x -3

¢Puede ser continua la funcion en x = 3?

Si, puede ser que lim f(x) =5, por ejemplo:
x -3

oy (e=3)x+2)
S = -3

es tal que [lim G-Dxt2) 5; y f(x) no esta definida
x - 3 x—3
en x=3.

Sin embargo, f(x) no puede ser continua en x =3 (pues no existe f(3)).

De una funciéon continua, f, sabemos que f(x)<0 si x<2 y f(x)>0 si
x > 2. ;Podemos saber el valor de lim f(x)?
x - 2

lim f(x) =0

X - 2

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad @



50 Expresa simbolicamente cada una de estas frases y haz una representacion
grafica de cada caso:

a) Podemos conseguir que f(x) sea mayor que cualquier nimero K, por
grande que sea, dando a x valores tan grandes como sea necesario.

b) Si pretendemos que los valores de g(x) estén tan préoximos a 1 como
queramos, tendremos que dar a x valores suficientemente grandes.

lim =+
VI e /
b) lim glx) =1 ~
X — +0o I

PARA PROFUNDIZAR

51 Estudia el comportamiento de cada una de estas funciones cuando x tiende

a +oo:
a) f(x) = x3—sen x b) g(x) = 25X
xZ+1
c);,(@:M d)j(@:M
x x

a) Como —1<senx<1, entonces: [lim (x3—senx)= Ilim x3=+ow
X — 400 X — 400

b) Como -1 < cosx <1, entonces: lim <%5X = I, 1 .
X o400 X2+ 1 X o400 X2+ 1

o) lim M =1

X - 400 X

d)Como -1 <senx<1, entonces: [lim Sxrsenx _ lim X 3

X — 40 X X - +oo X

52 Calcula: lim (x)VA-®

x -1
Como es del tipo 1%, podemos aplicar la regla:

_ 1 _

lim |(x - 1) - —— lim (1) 1
lim xl/(lfx)=exa1 1-x =ex-1 =el=—2
x -1 e

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad Q



53 En una circunferencia de radio 1, tomamos un angulo
AOP de x radiantes. Observa que:

PQ=senx,TA=1gx y arco PA=x
Como:

PQ< PA<TA - - senx<x<Igx.

A partir de esa desigualdad, prueba que:

. senXx
lim —— =1
x -0 X

Tenemos que sen x < x < tg x. Dividiendo entre sen x, queda:

X 1 sen x
< S 1> === >cosx
senx  Ccosx X

1<

Tomando limites cuando x — 0, queda:

1= lim MZI; es decir:  lim 31X 1,
x -0 X x -0 X
54 Sabiendo que lim Sen X _ 1 calcula:
x -0 X
g x —
a) lim KX b) lim 1-cosx
x -0 X x>0 x2
1g9x
2 lim 8X _ ypy Senx/cosx _ . (senx, 1 )=
x>0 X X =0 x x -0\ X cos x
=1- lim =1-1=1
X - 0 COS X
P P e 2
by lim L=€oSX _ n (A —cosx)d +cosx) _ ;- 1—cos=x _
x>0 X2 x -0 x2(1 + cos x) x -0 x2(1 + cos x)
L sen? x L [senx): . 1 B 1 1
= lIim ———= = [im |/—/—= im ———=1- ===
x-0x2(1+cosx) x-0\ X x-01l+cosx 2 2

PARA PENSAR UN POCO MAS

55 a) Supongamos que f es continua en [0, 1]y que 0 < f(x) <1 para todo x
de [0, 1]. Prueba que existe un nimero c¢ de (0, 1) tal que f(c) = c.

Haz una grafica para que el resultado sea evidente.

U Aplica el teorema de Bolzano a la funcion g (x) =f(x) —x.

b)Imagina una barra de plastilina de 1 dm de longitud. Se sitiia sobre un
segmento de longitud 1 dm. A continuacion, deformamos la barrita esti-
randola en algunos lugares y encogiéndola en otros.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad Q



Por (iltimo, volvemos a sitiar 573555553 3 3
I —

la barra deformada dentro del Tam
segmento, aunque podemos
plegarla una o mas veces.

DR e e e W)
Pues bien, podemos asegurar
que algiin punto de la barra @
estd exactamente en el mismo it

lugar en el que estaba. ¥

— Llamando x a un punto cualquiera de la barra inicial, construye la
grafica de la funcion:

x - f(x) = posicion de x después de la transformacion
— Relaciona f(x) con la del apartado a).

— Demuestra la afirmacion @.

a) Consideramos la funcién g(x) = f(x) —x. Tenemos que:

e g(x) es continua en [0, 1], pues es la diferencia de dos funciones continuas
en [0, 1].

e g(0) = f(0) >0, pues f(x)>0 paratodo x de [0, 1].
e g(1)=f(1-1<0, pues f(x) <1 paratodo x de [0, 1].

Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe ¢ [0 (0, 1 tal que g(c) =0, es
decir, f(c)—c=0, obien f(o) =c.

SO = cpepfpmmnnnns S0

O

b) Llamando x a un punto cualquiera de la barra inicial, construimos la funcién:
x - f(x) =“posicion de x después de la transformacion”.
Tenemos que:

e f es continua en [0, 1] (puesto que situamos la barra sobre un segmento de
longitud 1 dm y solo la deformamos, no la rompemos).

° 0 <f(x) <1 paratodo x de [0, 1] (ya que situamos la barra deformada den-
tro del segmento).

e Aplicando a f(x) los resultados obtenidos en el apartado a), tenemos que
existe ¢ de (0, 1) tal que f(¢) = ¢; es decir, existe algiin punto de la barra
que esta exactamente en el mismo lugar que estaba.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad Q



DERIVADAS.
TECNICAS DE DERIVACION
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Tangentes a una curva

/
,/

N,
n \\

//f

/'

= Halla, mirando la grafica y las rectas trazadas, f'(3), f'(9) y f'(14).
S3=0; pO) = 25 pah =1

= Di otros tres puntos en los que la derivada sea positiva.
La derivada también es positiva en x=—4, x = -2, x=0...

= Di otro punto en el que la derivada sea cero.

La derivada también es cero en x = 11.

= Di otros dos puntos en los que la derivada sea negativa.

La derivada también es negativa en x =4, x =5...

= Di un intervalo [a, b] en el que se cumpla que “si x U[a, b], entonces

f’(x) > 07,

Por ejemplo, en el intervalo [-5, 2] se cumple que, si x [0 [-5, 2], entonces f'(x) > 0.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0
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Funcion derivada

= Continda escribiendo las razo-

nes por las cuales g(x) es
una funciéon cuyo comporta-
miento responde al de la deri-
vada de f(x).

e En el intervalo (a, b), f(x) es
decreciente. Por tanto, su deri-
vada es negativa. Es lo que le
pasaa g en (a, b).

e La derivada de f en b es O:
f'(b)=0. Y también es g(b) =0.

¢ En general:

g(x) = f'(x) = 0 donde f(x)
tiene tangente horizontal.

g(x) = f'(x) >0 donde f(x) es creciente.

y.di
=/ A
A )4

Y /

i /
PAREEEEEEANERANDZENEEEEEN
/ g 7
/

N
=loo)l= o\
\
N B \
a. ., \
\
\
\

g(x) = f'(x) <0 donde f(x) es decreciente.

= Las tres graficas de abajo, A,

B, y C, son las funciones de-
rivadas de las graficas de
arriba, 1, 2, y 3, pero en otro
orden. Responde razonada-
mente cual es la de cada
cual.

DB
2) A
3)C
La derivada se anula en los
puntos de tangente horizontal,
es positiva donde la funcién es

creciente, y es negativa donde
la funcion decrece.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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1. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

_ 1-—
a)f(x)=i+z b)f(x)=\/1+§
_ 1—-x _ 1-1gx
c)f(x)—ln1+x d) f(x) T+igx
1-1 JR—
e) f(x) = '\/1 + éz £) f(x)=In Ve8>
g f(x)=V3*+1 h) f(x) = log(sen x - cos x)?
i) f(x) = sen® x + cos® x + x j)f(x)=senVx +1-cosVx—1
K) f(x) = arc senVx D f(x) = sen(3x5—2Vx + V2x)
m) f(x) =Vsen x + x* + 1 n) f(x) = cos?Vx + (3 x)?
a)f/(x)=—1'(l+x)—(1—x)-1=—1—x—1+x= -2
' (1 +x? (1 +x? (1 +x)?
b) Utilizamos el resultado obtenido en a):
1 -2 -1
"(x) = —_— R
4 2_\/1—x A +202 VA -2001 +x)3
1+x
¢) Utilizamos el resultado obtenido en a):
y _ 1 . -2 _ 21 + x) _ 2
S 1-x AQ+x? A-00+x0% 1-x?

1+x
De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:

S =In(1-x)—In +x). Derivamos:

, -1 1 _ 1-x-1+x _ =2
x_ — = =
ASS 1-x 1+x 1 — x2 1—x2

d f1x0) = —(1+ g% 00 +1gx0) — (1 —tgx) - (1 +1g> x) _
(1 +1g 2?2

_ A +g? 0l —gx—1+1gaxl _ —20 + g% x)
(1 + 1g x)? (1 + 1g x)?

De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):

S = =2 “Dlig x] = =2 . a+ th X) = -2(1 + Z‘g2 X)
(1 + 1g x)? (1 + 1g x)? 1+ 1g20?
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e) Teniendo en cuenta lo obtenido en d):

1 =200 + 182 x) _ -1+ 1g% x)

_\/1 —1gx (1 +1gx)? V(1 = 1g 01 + 1g x)3
1+1gx

S0 =

También podriamos haber llegado a este resultado utilizando lo obtenido en b).

£) fx)=InVe* =ne8»/ 2= _tgzx

2
f’(x)=—1+§g X

@ flx) = V3¥ T T =3 D/2

f’(x)=3(’”1)/2~%‘ln3= 17l25 ,\/3x+1

h) f(x) = log (sen x - cos x)* = 2[log (sen x + log (cos x))
Fix) =2 |Cosx 1, =senx 1 |__2  cos*x—sen*x _
senx Im10 cosx In10 n 10 sen x - cos x

4 cos’x-sen’x _ 4  cos2x _ 4

n10 2senx-cosx  Im10 sen2x In10-tg 2x

De otra forma:

Jx) = log (sen x - cos x)* = 2 log (Senzzx)

1 cos 2x 4
/x = 2 . . =
S 10 sen2x  In10-tg2x
2

D flx)=sen?x+cos?x+x=1+x

S0 =1
N cosVax+1-cosVx—1  senVx+1-(=senVx—1) B
DA 2Vx + 1 ’ 2Vx—1
_ cosVax+1-cosVx—1 B senVx+1 - senVx—1
2Vx + 1 2Vx -1
1 (0 = 1 1 1

V1-x ‘ 2Vx ) 2V — x2
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D f1(x) = cos (3x° — 2Vx + 3/5) . (15x4 _1. —\{27)
Vx o 3Vx?
_ 1 _ cos x + 2x
mf(x) = ——————(cosx +2x) = ————"—
2Vsen x + x2 + 1 2Vsen x + x2 + 1

1426-%) D _
Vi + (3 — x)2)?

n) f'(x) = 2cos Vx+ G -x? - [—sen Vx+ (G- x)Z]

_ 2 cosVa + (3 —x)2senVx + (3 -2 2x—5) _
3V(x + (3 — x)2)2

_ (5-2x)  sen (2\7x +(3 - x)?%)
3V(x + (3 — x)2)2

2. Halla las derivadas 12, 22 y 32 de las siguientes funciones:
a)y=x> b)y = x cos x o) y=sen’* x+cos’ x +x
) y=x°

y/ - 5.96‘4; yu - 20963; y/// - 60.962

b)y = x cos x
y'=cosx—xsenx
/= —sen x — sen x — x cos x = —2sen X — X cos X

"= -2c08s x — cos x + x sen x = —3cos x + x sen x
Oy=sen’x+cos’x+x=1+ux
yl= 1; yl!= O; yw= 0

Vx B

3. Calcula f'(1) siendo: f(x) = ——=
2V3x2

Y = 157
) \/95 VBx Lok o X2 315 x5 ot 3215 1330 _ Vo - et . 13/30
| 2

2V3x2 2315, 525 2

1) — V9 - et A3 47730 1379 - o 17
S BEERE ~ 6 7

13V9 - ¢t
60

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 6

Por tanto: f'(1) =



4. Calcula f'(1V/6) siendo: f(x) = (cos? 3x — sen® 3x) - sen 6x

J(x) = (cos? 3x — sen® 3x) - sen 6x = cos 6x - sen 6x = sen 12x
0 = 12cos 12x _ 005 105
Por tanto: f’(%)=6'COS%T=6'COS(2TD=6'1=6
5. Calcula f'(0) siendo: f(x)=1In \/x2+x+1—é-arctg 2x+1
V3 V3
S S 1 2x + 1 1 1 2x + 1
fO=mVx’+x+1 - —arctg === —In (2 +x+1) - — arc tg ===
V3 V3 2 Vv V3
ool 2wl 1 203
Fe = 2ixt+1l V3 1+(2x11)2
V3
I S 1 o2l 2 3 -
22 42x+2 3 g EPHAXH] 224 2x 42 3 3+4xtedwtl
3
2x+ 1 2 2x + 1 1

262+ 2x+ 2 4xP+4x+ 4 2xP+2x+ 2 2xF 4+ 2x+ 2

_ 2x X

2%+ 2x+2  xP+x+1

Por tanto: f7(0) =0
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a2 —
1. Estudia la derivabilidad en x, = 3 de la funcién: f(x) = 0% 3x, x<3
03x-9, x>3
e Continuidad en X, = 3:

lim [0 = lim (x*=30) =08 lim f(x)=f3) =0
3 x -3 X -3

X -

O
lim f(x)= lim (3x—9)=0 S Por tanto, f(x) es continua en x, = 3.
X -3 X -3

e Derivabilidad en x, = 3:

tim )= lim_(2x-3)=3= SGHE
X -

-3 U Las derivadas laterales existen
lim f'(x)= lim (3)=3=/f(3" [ v coinciden.
x -3 x - 3" 0

Por tanto, f(x) es derivable en x, = 3. Ademds, f'(3) = 3.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién o



Oa2 _
2. Calcula m y n para que f(x) sea derivable en R: f(x) = 0% ’ mx+5, x<0
—x<+mn, x>0

e Si x#0, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polinomios.
e Continuidad en x = 0:

lim f(x) = Zz’mo x*—mx+5) =5
X -

x - 0

lim fG) = lim (=x%+n) = n Para que f(x) sea continua en x =0, ha
x -0 X 50 deser: n=5
SO =5

e Derivabilidad en x = 0:
lim fi(x)= lim Qx—-m)=-m=f()0
_ o

x -0 X - U para que sea derivable en x =0, ha
lim fi(x)= lim (=2x) =0 = /(0" 0 deserr —m=0 - m=0
X - O+ X - 0+ D

Por tanto, f(x) es derivable en IR para m=0 y n=>5,
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1. Sabemos que la derivada de la funcion f(x) = x3 es f'(x) = 3x2.

Teniendo en cuenta este resultado, halla la derivada de su funcién inversa:

S = Vx

, 1
(D= ——
3Vx?
Pagina 260
2
1. Comprueba que sen (x?y)—y%+x=2— 11-[_6 pasa por el punto (2, %) y halla

la ecuacion de la recta tangente en ese punto.

- T -
Sustituimos x =2, y = — en la expresion:

4

ny T e e
4-—)——+2= +2-1L - T
Se”( il 16 0 16 16

Se cumple la igualdad. Luego la curva dada pasa por el punto

i
2, —|.
’4)

Necesitamos obtener el valor de y’(Z, %) Hallamos previamente y'(x, )):

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



2
Derivamos sen (x?y) —y? + x =2 — 116:
cos (x%) - Ry +x2 -y =2y-p'+1=0
2xy cos (x%y) + ' x? - cos (x?y) —2py'+ 1 =0
/(22 - cos (x2)) — 2y) = =1 — 2xy cos (x2))

_ =1 —2xy cos (x?*))
x? - cos (x%)) = 2y

y !
Por tanto:

y/(z E)=—1—TT~COST[= —1+ T _ 2421 _ 2-2T
41 4cosm-TW2 —4-TW2 -8-T 8+T

2-2M 5
8+

La ecuacion de la recta tangente es: ) = % +

2. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

J(x) = (sen x)* g(x) = xsenx

[ = Genx)* -  Inf(x) =xin (sen x)

L&y, (sen )+ S5 () = (sen x0)F | In (sen x) + 25X
S0 sen x sen x

gl =x%nx L Ing(x)=senx-Inx

g'x)

_ 1
=cosx-Inx+senx- —
gx) x

g'(x) = x% "X - |cosx - Inx + Senx
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2 S
1 a)y=x_3 b) y = V3x?
x%+3
D)y = 2x(x*+3) - (? -3 2x _ 2x2 + 6x—2x3 + 6x _  12x
(x? + 3)? (x? + 3)? (x? + 3)?
2
b)y'= 2=
g Vox

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién o



- 2/3 2 2
Gl et

Dy =2 (1—X)‘”5 LAl A4 -0-x _ 2 (H_x)‘“ Ll-x-dx
3 \l+x (1 + x)? 3 \1-x (1 + x)2
_2 2 _ =
3 A-20Y-a+03 31 -0 +x0°
[ ) I -_2
b)y’'=2 ( x2)+ 3 2x x2+x
3 a)y=lnx b)y=7e™
21)yl=(1/x).x2—lnx=1—lznx b) y=—7e=
x X
4 a)y-ex+e_x b) y = sen x cos x
e¥X—e™
Dy = (-2 (@ +e™)? _ P+ -_2-eF -2 _ —4
(ex_ e—X)Z (ex_ e—x)Z (ex _ e—x)z
b) y’ = cos x - cos x + (=sen x) - sen x = cos® x — sen* x = cos 2x
5 ayy=_1 b)y = In(x?+ 1)
sen x
) p! = —Cosx b) p' = 2x
Y sen? x Y x2+1
6 a)y=arc tg% b) y = cos? Rx -1
)y = 1 1 _ 13 _ 3
1+@/3)?% 3 1+x%9 9+x?

b) y’ = 2cos 2x — T - (=sen (2x — D) - 2 = —4cos (2x — ) - sen (2x —T) =
= —2cos (4x — 41D

7 a)y=sen*x b)y=Vigx
2
a) y'=2sen x - cos x = sen 2x b) y'= 17~(1+tg2x)=1+#
2Vig x 2Vig x

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



10

11

12

13

a) y = sen x> b)y=arctg(x?+1)

1
a) y’ = cos x* - 2x = 2x cos x* b y'= ——
1+ 2+ 12

a)y=2Vx —3) b)y=log2\/;
= i _ 3)6 1 _7 i~ _ 3)6
Dy’ =7(2Vx =3)°0 -2 —== = (2Vx - 3)
2Vx VY
1 1 1 1
b = = . = =
R o T R vy
a) y = sen® x? b)y=arctg%

2 2

a) y’ = 2sen x> - cos x? - 2x = 4x sen x> cos x* = 2x sen (2x?)

1 1 —1/x? 1
SR ) IS
Y 1+ (1/x)? x2 1+ 1/x2 x2+1

a) y = cos® (7x?) b)y=3*+1

2) ' = 5cos* (7x?) - (=sen (7x%)) - 14x = —70x cos* (7x?) sen (7x?)

b)y’= 3% In3
33— 2
a) y = V(5x —3)? b)y=arcsenx?
2 10
y'==Gx-3)71 5= ——
3 3V5x -3
by’ = 1 J2x _ 2x/3  _ 2x
1 x2\2 3 Vo —xt V9t
3 3
X2
a)y=mmQR2x-1) b)y=tgT
_ 2
VY=

2\ 2x x2
/= 1+f2x . - + fz
b)y ( g 2) 5 X+ Xx1g 5

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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14 ay=m(x2-1) b) y = arc cos V2x

2x
Ay = —"—
Y xr-1
by L .2 - _ 1
V1- (20?2 2vV2x V2x - V1-2x V2x — 4x2
15 ayy=mJVl-x b) y = (arc tg x)?

Dy=mVi-x =n (1—x)1/z=%ln (1-2

) -1 _ -1
1-x 2-2x

y-1
2

1 _ 2arcigx
+ x? 1+ x?

b)y’= 2(arc tg x) - .

16 a)y = log,(7x +2) b)y=lntg%
) 1 7 _ 7
DYy m3 Tx+2) Ox+2)In3

o1 3 3\_ 30 +1g*3/x)
R [ D
Y 1g 3/x & x x2 x? 1g 3/x
17 a)y=e b)y=ln(ln%)
a) p' = 4etx
S S S N U D
By nl/x 1/x ( xz) xinl/x
. x+1
18 ayy=2 b) y = arc sen ~—1
)y =2%In2
by’ = 1 Cx=-D -+ _ 1 ) -2 _
\/1_ x+ 1\ (x - 1? Vix— 12—+ 1?2 (- 1D?
x—1 x—-1
2/(x—=1) _ 2 2

- Viax-1D2-(+1? (-DVx2+1-2x-x2-1-2x _(x—l)\/jx

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0
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20

21

a)y=51g2Gx%+1) b)y=Vx+Jx

) p'=151g> Bx? + 1) - [1 + 1> Bx? + D] - 6x = 90x [1g? Bx? + D + 1g* (3x? + 1)

byyre 1 (1+ 1 )= 2Vx+1  _ 2Vx+1
Y 2V + Vix 2Vx 4VxVax +x 4Vx2 + xvx
> 3/ x—-2
a) y = Vig x? b)y='\/w
a)y'= L s+ 1g? x?) - 2x = x( + 1g° x%)
2Vtg x? Vig x?
b)y’=l(x—2)_2/3.X+2—(X—2)= 1 R S
3\x+2 (x +2)2 Svﬁ (x +2)?
X+ 2
_ 4 _ 4 _ 4 _
Yx—22 3+ V-2 3Vx+2)% (x-2)2
5‘(x+2)2'm
4

Bt 2V s D= 2

a) Comprueba que la siguiente funciéon es continua y derivable y halla f'(0),

S'3)y f(D:

|:| _ .
() = %Sx 1 si x<1

x2+x six=1
b) ¢Cuil es su funciéon derivada?

©) ¢En qué punto se cumple f'(x) = 5?

O3x—1 si x<1
=0

Ox?2+x si x=1

J 0
a) Si x#1, lafuncién es continua y derivable, pues esta formada por dos polino-
mios.
Continuidad en x = 1:
lim f(x) = lim Bx-1) =2
x -1 x -1

lim f(x) = lim (x* +x) = 2
x -1

f(x) es continua en x = 1.
x -1

OOOOOoOO0od

F) =2

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién Q



Derivabilidad en x =1:

lim_f(x) = lim 3=3=f(1") O
X —

x -1

lim +f/(‘x) = lim 2x+1) =3 =f/(1+) 0O v coinciden.
x -1 x -1 O

Las derivadas laterales existen

Luego, f(x) es derivable en x=1. Ademas, f'(1) = 3.
Asi f{x) es continua y derivable en todo R.

S0 =3

S B3=2-3+1=7

|
bfw=0 - <!
0 +

2x+1 x2=21

©) Si f(x) =5, entonces x = 1. Es decir:

4

fX=2x+1=5 o x=7=2>1

S @2 =5

22 Comprueba que f(x) es continua pero no derivable en x = 2:

_Om(x—-1) si x<2
f(x)_ESx—6 six>2

e Si x# 2, lafuncion es continua y derivable.
e Continuidad en x = 2:
lim fx)= lim In(x-—1)=Imn1=0
X - 2 X - 2
lim f(x) = lim Bx—-06)=0 / es continua en x = 2.
X - 2 X - 2
S =0
e Derivabilidad en x = 2:
_ _ 1
lim f'(x)= lim —— =1=f'(Q2~
x»Z’f() x-2x—-1 7@

Las derivadas laterales existen pero no

lim +f’(,)c) = lim 3=3% =f/(2 ) coinciden.
X - 2 x - 2

f(x) no es derivable en x = 2.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 6



23 Estudia la continuidad y derivabilidad de estas funciones:
ex si x<0
a)f(x)= si 0<x<3

—x2+3x+2 si x23

x2+2x+1 si x<-1
b) f(x) = 2x + 2 si-1<x<2
—x2 + 8x si x>2

aA)8i xZ20 y x#3, lafuncion es continua y derivable.

Continuidad en x =0:

lim f(x)= lim e¥=1
0" x -0

X -

lim f(x)= lim 1=1 JS(x) es continua en x = 0.
x -0 x -0
JO =1

Continuidad en x = 3:

lim fx)= lim 1=1
v ¥ Los limites por la derecha y por la iz-

lim S = lim (—=x2+3x+2)=2 quierda no coinciden. La funciéon no es
x -3 x =3 continua en x = 3.

J3) =2
Derivabilidad en x = 0:
lim f(x)= lim e¥=1= ()0
%-0 % - 07 0 Las derivadas laterales existen, pero no
lim f1(x0) = lim 0=0 :fr(0+) 0 coinciden.
X - O+ x - 0" D
f(x) no es derivable en x = 0.

Derivabilidad en x = 3:

Como f(x) no es continua en x =3, f(x) no es derivable en x = 3.

b)Si x#-1y x#2, f(x) es continua y derivable.

Continuidad en x =-1:

lim f(x)= lim (x*>+2x+1)=0
-

X - — x - -1
lim f(x)= Ilim 2x+2)=0 f(x) es continua en x = —1.
x - -1 R |
SED =0

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



Continuidad en x = 2:

lim f(x) = lz'm2 2x+2)=6

x - 27
Los limites por la derecha y por la
izquierda no coinciden.

lim f(x) = lim (—x* + 8x) = 12
x - 2" X - 2
f(2) =12
Jf(x) no es continua en x = 2.

Derivabilidad en x =—1:

lim G0 = lim (2x+2)=0=/@2)0

X X Las derivadas laterales existen pero
lim f'(x)= Ilim 2=2=/(2" [ no coinciden.
x - —1* x - -1 0

f(x) no es derivable en x = -1.

Derivabilidad en x = 2:

S noescontinuaen x=2 - f(x) no esderivable en x = 2.

24 cCalcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las
propiedades de los logaritmos:

1—
a) y-= ln'\/ﬁ b) y = In(x tg x)?
_ 1 35775 _ .\3/1—
c)y—ln(; Vx —1) d) y=In A+ x)?

1-—
a)y=ln'\/ = - Lm0 - 1+ )

1+x

y’=l -1 1 1] -x-1+x|_ -1 _ 1
2(1-x 1+x 2 1—x? 1

b)y = n (x g x)? = 2[In x + In (ig x)]

1

X gx

1, 1+g°x
x 1g x

y'=2 =2 +tgx=%+2c‘otgx+2tgx

C)y=ln(L-\:s/xz—l)=—21nx+lln(x2—1)
x? 3

_ 2,1 2x _ =2 2x  _ —6x?+ 6+ 202 —4x?+6
x 3 -1 X 3x?-3 3x3 - 3x 3x% - 3x

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0




3 1 _
d)y=ln'\/m=%[ln1—ln(1+x)2]=?2ln(1+x)

,=—_2. 1 _ -2
VTR dxw 3+

25 cCalcula la derivada de estas funciones implicitas:
a) x2+y%= b) x2+y2—4x—-6y+9=0

2

2 2 2
X ry- _ X )
R TR D5 1

9 25

f) (x;”z POy

ex3+y3+2xy=0 1

A 2x+2y-y'=0

b)2x +2yy'—4-6y'=0
P'QRy—06)=4-2x

- s
8 Y 16y

I
|
w|R
|

(38
<
K€\

|
|

e) 3x? + 3%y’ + 2y + 2xy'= 0
Y/ By +2x) =-3x2 -2y

/= _5x2 - 2_)/

Y 32 + 2x

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



-1 20+ 3" _

b 8 14

x-1 , O*+3" _

4 7 0

O+3y'" _ @-D
7 4

(y+3)y' = 7(14— X)

_7-T7x
4y + 12

yl
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26 Aplica la derivacion logaritmica para derivar:

a)y=x3% b)y=x**1
Ay=x° dDy=Unx)**1
ey= (se:x)x fy=xiEx

Dy=x% o Iny=3xlnx

y—=31nx+3x~l=31nx+3
Y X

y'=x3%Blnx+3)

by=x**1 o Imy=&+Dnx

y—=lnx+(x+1)~l=lnx+1+l
Y X X

1
r=x¥ U x+ 1+ —

Dy=x - Iny=e Inx
y—=e"~lnx+ex- =ex(lnx+l)
x

y

2=

I = ex,xl +l)
= x e(nx -

Dy=Unx)**"1 5 Imy=w+1D -nnx

y—=ln(lnx)+(x+1)-L-l=ln(lnx)+ xtl
Y nx x xinx
Y= () (i () + X1

xInx

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



X
e)y=(sezx) - lny=xln(sezx)=x(ln(senx)—lnx)

COS X —l)=l7’l (senx)+xcosx ~1

y/
—=In(enx)—Inx+x
y senx X X sen x

, (sen x)x ’ (sen x) X COS X ]
y=== |ln|/—=+——=-1
X X sen x

Hy=x8* o ny=igx-nx

—=(1+tg2x)~lnx+tgx~l
x

y’=xtgx'[(1+l‘g2x)lnx+ l‘gx]
X

27 Obtén la derivada de las siguientes funciones de dos maneras y comprueba,

operando, que llegas al mismo resultado:
D Utilizando las reglas de derivacion que conoces.

II) Aplicando la derivacion logaritmica.

[x2+1)3 VLR
AN
) y = sen? x cos* x d)y=VxZ+1 Vx?
a1 1)_3 2+ D2 -1
soresfE) 3] e

Dy =3(n*+1) - Inx)

y_/=5( 2x _l)=3(2x2—xz—1)= 3?2 — 1)
y x(x? + 1) x(x? + 1)

x2+1 X

y,=(x2+1)3. 32— _ 3 2+ DIE-1

X x(x? + 1) xt
b y' = 1 Cl-x+1+x _ 1
2_\/1+x (1-x%) VA + 200 - x)3
1-x

1 -1 1 1

1l-x+1+x

1+x 1-x| 2 A+x0-x =(1+x)(1—x)

{__\/1+x ‘ 1 _ !
N4 1-x 1+x0-x \/m

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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o D) y'=3sen? x cos x - cos? x + sen3 x - 2cos x (=sen x) =
= 3sen? x cos3 x — 2cos x sent x

ID/ny = 3In (sen x) + 2In (cos x)

!
Vo _zcosx o, csenx 3cos? x — 2sen® x
9y sen x cos x sen x cos x
3cos? x — 2sen® x

y' = sen3 x cos® x = sen?
sen x cos x

x cos x (3cos? x — 2sen? x) =

= 356’7/12 x cos® x — 2cos xsen4 X

I YV 2
DD y'= 2x N e 2 A 1 éé= xVx +2\/x5:1 _
2V + 1 3 Vxo Vx4l 3Vx
420+ D 3t +2xt+2 0 sx? 42

3vxZ + 1V 3V + 1Vx  3Va2 + 1Vx

II)lny=%ln (x? + 1)+%lnx

!

Yool 2x 2 1 _ _x 2 _3xP+2x+2 _ 5x%+2
y 2 x2+1 3 x  xr+1 3x 3x(x2+ 1) 3x(x2 + 1)
PR e e R R 52 + 2

B2+ 1) 3Va? + 1x

28 Utilizando la definicion de derivada, calcula: f'(-2), siendo f(x) = %
11 2-2+h
pey = dim LE2EDZJCD gy 2%h 2y, 442
h -0 h b -0 b h -0 b

_ h _ 1 -1
—tm P Y 2L
RN raven 7R e T A

29 Halla la funcién derivada de f(x) = :: : 1 aplicando la definicion de derivada.

x+h-1 x-1

oy = Jim SEE D —fQO e xtht1 xt+1
S bhin 0 h hlin 0 h
= pm G D&+Ah-D-x-Dx+h+1 _
h -0 hx+h+Dx+1D
I 2 B 29 0 T ¢ VI 29 S B 48
h -0 hx+h+Dx+1D
= lim 2h = lim 2 -2
hoohbx+b+Dlx+1 poox+h+Dx+1D (x+ 1)2

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



30 Calcula los puntos de derivada nula de las siguientes funciones:

x 16
y=— 5 by=-— 120
T ? TP
2
C)y=x——x+l dDy=e (x-1)
x2+x+1
e)y=x2%e~ f) y = sen x + cos x

D)y = (x+3)?-2(x+3)x _ (x+3)—2x _ 3-x

(x + 3)* (x+3)3 (x + 3)3
,_ _ _ _ b
=0 - 3-x=0 - x=3 - Y 1

1
Se anula en el punto (3, E)

16 o —100Bx? — 8w)

byy=_10
)y X3 — 42 (x5 — 4x2)?

x =0 (no vale)
-27

/= 2 _ = R _ = /
y'=0 - 3x*-8x=0 xGBx-8) =0<__ =il

8 _
3 y
x =0 no estd en el dominio.

|

La derivada se anula en el punto (?’ 16

i Cx-D*+x+ D - —x+DQx+1) _

R (2 +x+ 1?
_xO 2O+ Y- -1 20 2 Y -1 2x2 -2
(% +x+ 1D? %+ x+ D?
— " - y=l
y'=0 - 2x*-2=0 - x2=1\x=_ . y=53

1
Se anula en los puntos (-1, 3) y (1, 3)

dDy'=ex—-D+e'=e"(x-1+1) =xe*
y’=O > x=0 — y=—].

Se anula en el punto (0, —-1).

e)y'=2xe* +x%e¥=eX(2x+x?)

=O — =O
N L X y
Y'=0 - 2wtxt=0 - x@r0=0<__ _ , y = 4e7?

Se anula en los puntos (0, 0) y (=2, 4¢72).

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién @



f) y'= cosx—sen x

. _
. i i /x—z+2Tr/e - y=v2
y - cosx=senx - Igx 1\ 510 B

X=7+2T|k — y=—\/2
s

7 T2, —\/E), con ROZ.

Se anula en los puntos (% + 2Ttk \/E), (

31 Comprueba que la funcion y = [Ox — 2[] no es derivable en x = 2.

Ox+2 si x<2 o1 s ox<2
y=20 . y = .
0x—2 s x=22 01 si x>2

La funcion es continua, pues:  /lim _(—x+2)= lim (x-2)=f(2)=0
X - 27 X - 2

Las derivadas laterales son: f'(27) = -1 # f(2") = 1. Por tanto, no es derivable en
x=2.

32 ;Cuantos puntos hay en esta funcién que no tengan derivada?

y=[x%+6x+8[

A+ 8=0 o o —0%V36-32  6xVi _-6x2_ _—¥7-

2 2 2 \x:_
X2+ 06x+8 si x<-—4 2x+ 6 si x <-4
y=[Ox?-6x-8 si -4<x<-2 y'=[F2x-6 si —4<x<-2
X2+ 06x+8 si x>-=2 2x+ 6 si x> -2

La funcion es continua, pues es el valor absoluto de una funcién continua.
En x=-4 - yp/(4)=-2#y'(-4")=2
En x=-2 - p/(=2)=-2%/(-2")=2

La funcién no es derivable en x=-4 nien x=-2; es decir, en (-4, 0) y en (=2, 0).
Son dos puntos “angulosos”.

33 Dadala funcion f(x) = e*®”*, halla: f'(x), f'(x) y f"(x).

Jf1(x) = cos x e5"

2

J(x) = —sen x e + cos? x %X = (cos? x — sen x) e*"*

J"(x) = (2cos x(=sen x) — cos x) e%"* + (cos? x — sen x) cos x e~ =
= (=25e1n X COS X — COS X + COs> X — sen x cos x) e’ =

= (cos3 x — 3sen x cos x — cos x) esnx

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 6



34

Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Calcula, ob-
servandola: f'(-1), f'(1) y f'(3)

¢En qué puntos no es derivable? 2

S D =05 f1(D)=0; f/(3) =2 A3 2 14

No es derivable en x=0 nien x = 2.

Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

0 si x<0
J(x)=[Ox? si 0sx<1
x six=21

Continuidad:
eSi x20 y x#1 - Es continua, pues estd formada por funciones continuas.
*En x=0:
lim fx)= Ilim 0=0
x -0 x -0

lim_ f(x) = f(0). Por tanto, la funcién es continua
x -0

lim f(x) = lim x*=0
x - 0" en x = 0.

x -0
£ =0
eEn x=1:

lim fQo = lim x?=1
x - 1 x -1

lim _fGo) = lim x=1 Xlz’mlf(x) = f(1). Por tanto, la funcién es continua
x - 1" x -1 - en x=1.

S =1
La funcion es continua en IR.

Derivabilidad:
eSi xZ0 y x#1 - La funcién es derivable. Su derivada es, en esos puntos:

0 si x<0
S =[x si 0<x<1
1 si x>1

*eEn x=0:
/(0 =0 =/f(0"). Portanto, f(x) es derivable en x=10; y f(0) = 0.

*En x=1:

S ) =22(1" =1. Portanto, f(x) no es derivable en x = 1.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién Q



La funcion es derivable en IR — {1}. Su derivada es:
0 si x<0

So=MP2x si 0sx<1
1 si x>1

36 Calcula las derivadas primera, segunda y tercera de la funciéon f(x) =4 In x
—x3+1 enel punto x=1.

a - . l _ 2 =i _ 2 R A -
S =4 ~ 3x ~ 3x =1
S =4 6x L) =10
X

f///(x) = % _ 6 - f///(l) =2
X

PARA RESOLVER

U x2— i
37 Considera la funcion: f(x) = [J xZ 5%+ m St X =1
S 0—x* + nx si x>1

a) Calcula m y n para que f sea derivable en todo R.
b) ¢En qué puntos es f'(x) = 0?
a) Para que sea derivable, en primer lugar ha de ser continua.

e Si x#1, lafuncion es continua, pues estd formada por dos polinomios.
*En x=1:

lim_f(x) = lim (x*=5x+m)=-4+m
x - 1" X -

lim f(x)= lim (—x*+nx)=-1+n
x -1 x -1

fD=~4+m

Para que sea continua en x =1, ha de ser: —4 +m =-1+ n; es decir: m=mn+ 3.

Derivabilidad:

eSi x#1, lafuncion es derivable. Ademas:

F1(x0) = E 2x—=5 st x<1
; F2x+n si x>1
*eEn x=1:
(1) = O
S'AD =3 [0 Para que sea derivable en x =1, hadeser -3 =-2+n, es

S A ==2+n0 Gecir, 5 =-1.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién Q
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39

Por tanto, la funcién serd derivable en todo IR si m =2 y n=-1. En este
caso, la derivada seria:

on_H2x—5 siox<1
S E—Zx—l si x21

b) f1(x) =2x-5 si x<1
2-5=0 - x=2; pero %>1

[ ==-2x-1 s x21
2x-1=0 - x=-

1
. —— <]
, pero >

Por tanto, f(x) no se anula en ningGn punto.

Prueba que la funcién f(x) = x + (v — 3[] no es derivable en x = 3.

_ X+ 3 91x<5D a 3 si x<3
Je ljx+x 3 si x23[] EZx 3 si x23

. IjO si x<3
J10 = |]2 si x>3

f'(3) =0 % f(3%) = 2. Por tanto, la funcion no es derivable en x = 3.

Determina el valor de k que hace que la funciéon f(x) = tenga un
unico punto de tangente horizontal.
X 2 _ X 2 _ X

o =€ (x zle) 22xe _ & 72x+ /<23)e

(x*+ R (x*+ R
FO=0 - x*-2x+k=0 o x=2*‘/#
Para que haya una sola ecuacion, ha de ser 4 — 4k = 0; es decir, k= 1.

e si x<0 o s . .

Dada la funcién f(x) = estudia si es continua y derivable

|:|1 x si x>0
en todo R.

Continuidad:

eEn x#0 - Lafuncion es continua, pues estd formada por dos funciones con-
tinuas.
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*eEn x=0:

lim f(x) = lim e*=1
x - 0 x -0

lim @ = Iim (1-x) =1 JClimo f(x) = f(0). Por tanto, la funcion es conti-
x -0 x -0 - nua en x = 0.

f=1
La funcion es continua en todo IR.

Derivabilidad:
eSi x#0 - Lafuncidon es derivable. Ademas:

f1(x) = E—e‘x si x<0
1 si x>0
*En x=0:
SO0 =-1= /70

Por tanto, f(x) es derivableen x=0 y /f(0) =-1. La funcién es derivable en
todo IR. Su derivada seria:

[(x) = E—e‘x si x<0
-1 si x=0
41 Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

_Hax?2+3x si x<2
J) Exz—bx—4 si x>2

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

eSi x#2 - La funcién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

e En x=2:

lim f(x)= lm (ax*+ 3x) = 4a + 6
X - 2 X - 2

lim | f(x) = lim (x* - bx —4) = -2b
X - 2

X - 2

f(2) =4a+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = -2b, es decir, 2a + 3 = b; o bien
b=-2a - 3.

Derivabilidad:

eSi x#2 - lafuncion es derivable. Ademas:

. _ Wax+3 si x<2
S EZx—b siox > 2

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién é



e En x=2:

fl(z? =da + 3% Para que sea derivable ha de ser 4a + 3 = 4 — b, es decir,
JLER T S A

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

=2a-30 24-3=—da+1 - 2a=4 - a=2
b=-4a+10 b=-7

Por tanto, para que f(x) sea derivable en todo IR, hadeser a=2y b=-7.

Pagina 271

42
S

43

U_x2 si
Sea la funcion: f(x) = x[x0= [ 7, S x=0
0x si x>0

a) Halla f'(x).
b) Halla f''(x).
c) Representa f'y f".

voon_ H2x si x<0
@)/ EZ,X si x=0

En x =0 existe la derivada, pues f(x) es continua, y, ademas, /(07 = f"(0").

L2 si x<0
b) =
/1) EZ si x>0

En x=0 no existe la segunda derivada, pues f"(07) # f"(0").

<)
f/(x) f”(x)

12 12
-2

Estudia la derivabilidad de la funciéon: f(x)=1-— Vx? y calcula f'(1).
-2
O E——
3Vx
f(x) es una funcién continua en IR.

S es derivable en IR —1{0} (en x =0 no existe la derivada).

-2
(1) =
S/ 3

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién @



44 Halla el valor de la derivada de la funcion: cos(x + y) + sen(x—y) =0 enel
punto 1%, 1),
4 4
Derivamos:
—sen (x+yp) - (1+y)+cosx—-y  (1-9»)=0
—sen (x +y) —y'sen (x + ) + cos (x—)) —y' cos (x—1)) =0
—sen (x + ) + cos (x — 1) = p' (sen (x + ) + cos (x — )

_ =sen (x +y) + cos (x — )

sen (x + y) + cos (x — )

Calculamos la derivada en el punto (%, %)

/(E E)=_1+1=9=o
Y\4 1 2

45 Calcula la derivada de orden n de la funcion f(x) = e>*.

f’(x) - 292x
f”(x) — 4€2x — 22€2x
f//r(x) - 8€2x - 2392,96

f”(x) - 2n92x
Lo demostramos por induccion:
Para n=1, n=2, n=3, vemos que se cumple.

Supongamos que es cierto para 7 — 1; es decir, que "~ 1(x) = 2"~ 1e?; entonces,
derivando, tenemos que: ["(x) = 2 - 2"~ 12X = 272X Por tanto, la expresion ob-
tenida es cierta para todo 7.

46 a) Representa la funcion siguiente: f(x) = [Ix + 10+ Cx — 3[]
Observando la grifica, di en qué puntos no es derivable.

b) Representa f'(x).

x—1—-x+3 si x<-1 —2x+2 si x<-1
Vf=Ox+1-x+3 si -1<x<3[= 4 si -1<x<3
x+1+x-3 si x>3 2x—2  si x>3
\iJ
2 No es derivable en x=-1 nien x = 3.
(Son puntos “angulosos”).
-4 -2 2 4 6
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—2 si x<-1
b f(x) =00 si -1<x<3 2 —

2 si x>3 - :
I
47 Observa las graficas de las a) b) <)
g siguientes funciones e indi- \\ II
ca en qué puntos no son de- \ 1/ « T4
rivables. 4 \\
¢Alguna de ellas es deriva- )i_
ble en todo R? \ 15 1

a) No es derivable en x = -1 (tiene un punto “anguloso”) ni en x =2 (no esta de-
finida la funcién).

b) Es derivable en todo R.

¢) No es derivable en x =0 (tiene un punto “anguloso”).

48 La funcion f(x) esta definida por:

_Ox3—-x six<o
S Eax+b si x>0

Calcula a y b para que f sea continua y derivable.

Continuidad:
eEn x#0 - La funcién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

eEn x=0:

lim f(x) = lim (x3-x)=0

X - 0 x -0

lim SO = lIim (ax+ b)=b Para que sea continua ha de ser b =0
x -0 x -0

S =0
Derivabilidad:
eSi x#0 - Lafuncion es derivable. Ademas:

£1(x0) = Eﬁxz—l si x<0
’ Oa si x>0

*En x=0:

?Eg? =-1 % Para que sea derivable, ha de ser a = -1.
(04 = a

Por tanto, f(x) sera continua y derivablesi a=-1 y b=0.
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49 Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

S

Ox2+2x—-1 si o<1
x:
S Ex+1 si x>1

¢Existe algin punto en el que f'(x) = 0?

Represéntala graficamente.

Continuidad:
e En x # 1: La funcién es continua, pues estd formada por dos polinomios.

eEn x=1:

lim fQo) = lim (x*>+2x-1)=2
x -1

x - 17

lim foo) = lim e+ 1) =2 JClimlf(x) = f(1). Por tanto, la funcion es
x - 17 x -1 - continua en x = 1.

f=2
La funcion es continua en todo R.

Derivabilidad:

eSi x#1: La funcion es derivable. Ademads:
ox+2 si x<1
"(x) =
S 5 siox>1
*En x=1:
S =420 =1
La funcién no es derivable en x = 1.

Por tanto, la funcién es derivable en R — {1}.

Puntos en los que f'(x) = 0:
X)) =2x+2 si x<1
20+2=0 - x=-1
fo=1si x>1 - [flx)#0 si x>1

Por tanto, la derivada se anula en x = —1.

Grafica de f(x):

va

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién Q
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Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién

Halla a y b para que la funciéon f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
J)=Hax+b si-1<x<0
3x2+2 si 0<«x

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

eSi x#-1 y x#0: La funcién es continua, pues estd formada por polinomios.

e En x=-1:

limlif(x) = Iim Qx+a)=-2+

X - — x - -1

lim _fG) = lim Cax+ b) = —a + Para que sea continua, ha de ser
1

X - X o1 -2+ a=-a+b, esdecir: b=2a-2.
fED =—-a+b
*En x=0:

lim f(x)= lim (ax+b)=b
- x -0

x -0

lim S = lim (3x%*+2)=2 Para que sea continua, ha de ser b = 2.
x -0 x -0

SO =2

Por tanto, f(x) serd continuasi a=2y b=2.

Para estos valores, queda:

2+ 2 si x<-1
fo=02x+2 si -1<x<0; es decir:
3x?+2 si 0<x

_D2x+2 si x<0
S E5x2+2 si x>0

Derivabilidad:

e Si x #0: Es derivable. Ademas:

, 2 six<o0
f1 E6x si x>0
*eEn x=0:
[0 =2£,(0"=0
La funcion no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.
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S

52

Estas graficas representan las funciones derivadas de las funciones f, g, b y j:

' 5 ! \ J

g 4

a) ¢Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ¢Cual de estas graficas es la funcion derivada de una funcién polinémica
de primer grado?

c) ¢Cual de ellas corresponde a una funcion polinémica de segundo grado?

a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
/f tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues f'(-2) = 0.

j tiene dos puntos de tangente horizontal en x =1 yen x = 3, pues
J =53 =0.

g v b no tienen ningin punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcién polinémica de primer grado es una funcion constan-
te. Por tanto, es g'.

©) La derivada de una funcién polinémica de segunda grado es una funcién poliné-
mica de primer grado. Por tanto, es f".

¢Cual de estas graficas representa la funciéon f y cual su derivada f'? Justi-
fica tu respuesta.

a) b) <)

a) La funcion es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es y = 3.
Luego, estas graficas si representan a una funcién y su derivada.

b)En x =0, la funcién tiene un maximo; la derivada se anula. La recta tendria que
pasar por (0, 0).
No representan, por tanto, a una funcién y su derivada.

o) En x =1, la funcién tiene un maximo; la derivada se anula, y tendria que pasar
por (1, 0). Estas tampoco representan a una funciéon y su derivada.

Por tanto, solo la primera es vilida.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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53 Halla los puntos de derivada nula de la funcion y = (3x — 2x2) e*.
S

Y= —4x)e¥ + (Bx — 2x2)e¥ = (B3 — 4x + 3x — 2x2)e* = (2x% — x + 3)e*

-3
_1sV1+24 125 _ —XT 7
—4 “4 T~ =1

X

y'=0 - 2x>-x+3=0 - «x

54 Dadala funcion f(x) = e* + In(1 — x), comprueba que f'(0)=0 y f"(0)=0.
¢Sera también f""'(0) = 0?

f’(x)=e’“—ﬁ L ) =1-1=0

fr(x) = e* — a 1 7 S f1(0)=1-1=0
- X

f”’(x)=ex—(1 2 5o Fr)=1-2=-1%0
— X

55 Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

—1 si x=0
2 — .
S(x) = ';2(+93) si x#70, x*3
1 si x=3
-1 si x=0 -1 si x=0
2x(x — 3) . 2x .
=[]——— si x#0, x#3[] = si x#0, x#3
T e TEE ) x
1 si x=3 1 si x=3
El dominio de la funcién es IR — {-3}. Por tanto, en x = -3 no es continua (ni de-

rivable), pues no esta definida.
Continuidad:

*En x#%0, x#3 y x#-3: Es continua, pues las funciones que la forman son
continuas en este caso.

*En x=0:
_ _ 2x [l
lim f(x)= lim —==— =0 . . . -
X o of €2 xo0X+3 U No es continua en x =0 (tiene una discontinui-

0 dad evitable).
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*En x=3:

O
th’,lgf(X) N th@ x+3 =1 E lzm f(x) f(3). La funcién es continua
0 en x = 3.
S =1 0
e En x=-3: No es continua, pues no estd definida.
Por tanto, f(x) es continua en R —{-3, 0}.
Derivabilidad:
eSi x#20, x#3 y x#—3: Es derivable. Ademas: f"(x) = 6
(x + 3)?

eEn x=0 yen x=-3: No es derivable, pues no es continua.

e En x =3: Sies derivable, pues f'(37) = f'(3%) = f'(3) = K

Por tanto, f(x) es derivable en IR —{-3, 0}. Ademas:
6

(x+3)

[ = p si xZ20 y x#-3

56 Determina, si es posible, el valor del pariametro a para que la funcion f
s seaderivable en todo su dominio de definicion:

Ox In x si 0<x<1
a(l—el=%)si 1<x

J(x) = D

Para que f(x) sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
¢ Si x>0, x#1: La funcién es continua, pues esta formada por funciones continuas.
*En x=1:

lim f(x) = lzm (xInx) =

x - 1-

lim S = lzm [a(l —el =M = f(x) es continua en x = 0.
x - 17

S =0
Derivabilidad

eSi x>0, x#1: es derivable. Ademas:

G0 = |]lnx+1 si 0<x<1
el =% siox>1

*En x=1:

S = 15 |] f(x) es derivableen x=1 si a=1.
Jan =

Luego, para que [ sea derivable en todo su dominio de definicion, ha de ser a = 1.
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Estudia la derivabilidad en x =0 de la funcion:

01+Vx?2 x<0
()= e
d 01-VaxZ x>0

Como flim_f(x) = lim f(x) = f(0) =1, lafuncién es continua en x = 0.
x - 0 x -0

Veamos si es derivable:
e Si x#0, tenemos que:
2 .
— <
x si x<0

-2 .
3«—& si x>0

S =

No existen las derivadas laterales en x = 0. Por tanto, f(x) no es derivable en
x=0.

Estudia la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:

- _ [xO
S = 1 oD b) f(x) e
1 }x si x<0
a) f(x) = 1
si x20
1+x
Continuidad:

eSi x#0 - Escontinua, pues esta formada por dos funciones continuas en los
intervalos en los que estan definidas.

eSi x=0:

lim (x) = Iim L =1

X - OJ x-01-x

lim f(x) = lim 1 _ 1 lim f(x) = f(0). Es continua en x = 0.
x -0 x-01l+x X -0

fO =1

Por tanto, es una funcion continua en R.

Derivabilidad:
e Si x #0: Es derivable. Ademas:

S — si x<0
oon _ HA = x0)?

S _1 ‘
m si x>0

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién @



*En x=0:
foH=1 ¢f’(0+) =-1
No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

-x .
21 si x<0
b) f(x) =
X si x=20
x? -1 =
El dominio de la funcion es D =R —{-1, 1}. Por tanto, en x=-1 yen x =1,

la funcién no es continua (ni derivable).

Continuidad:

eSi x#0, x#-1, x#1: La funcién es continua, pues esta formada por funcio-
nes continuas (en estos puntos).

*En x=-1 yen x=1: No es continua, pues no esta definida en estos puntos.

*En x=0:
lim f(x) = lim =X _oU
x - 0 x -0 xz -1 %
lim fGo = lim —X__ — % lz’m0 S = f(0). La funcion es continua en
x - 0" x -0 x2_1 E X= x=0.
fO)=0 H
Por tanto, es una funcion continua en R — (-1, 1}.
Derivabilidad:

eSi x#0, x#-1, x# 1: Es derivable. Ademas:

x2+1 <0
————— s x
(x? - D?

1(x) =

STy
EET IR

*En x=-1 yen x=1: No es derivable, pues no estd definida la funcion.

*En x=0:
107 =1#/f(0") =-1. No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en R —{-1, 0, 1}.
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59 Prueba que D|arcig &—¢ | = 2
eX+e™
Dlarc 1 ex—ex] _ 1 eX+e™ _ e¥+e™ _
B X —~x\2 N 2x —2x -
2 1+(e -e ) 2 (1+e -e —2).2
2 4
(e¥+e™-4 (et e™ -2 _ 2

60

61

e +e®+2)-2 (5+e™-2 e¥+e™

1-cos x
Demuestra que la derivada de la funcion y=arctg \[ 7 cos x CON 0Sx<T

€s una constante.

U Recuerda la formula de tg %

Siogsxsm - 0sX<T ¢g£=-\/
272 2

. 1—cosx x x
Asi: y=arcig 1+ cosx —arclg tg? =?

Por tanto: y’'= 1
2
Si f(x) = x?0x] halla f, f"y f".
f(x) = E—x5 si x<0
x3 si x20
Derivando:

F(x) = E—sz si x<0
O3x%  si x20

(En x =0, tenemos que f(07) = /(0% = /(0) = 0).
100 = %—6%‘ si x<0

ox si x20

(En x =0, tenemos que f"(07) = f"(0") = f"(0) = 0).

wrn _ H6 si x<0
S"O=00 G x>0

(En x =0 no existe f”, puesto que f"(07) =-6#/"(0") = 06).
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62 Halla los puntos de derivada nula de la funciéon y = cos 2x — 2 cos x.
Y'=—sen 2x - 2 -2 (=sen x) = -2sen 2x + 2 sen x =
=-2-2sen x - cosx + 2sen x = 2sen x (—2cos x + 1)
»'=0 - 2senx(—2cosx+1)=0
senx=0 - x=0+k T

/
~__ x -

-2cosx+1=0 - cosx=

+21k ; con kOZ

CUESTIONES TEORICAS

h)—
63 Sabes que lim S+ 1) = fCx)

h-o0 h =S"(x)-

A partir de esta expresion, justifica la validez de esta otra:

I J(x) = f(x)
im —————
X - X, X — xo

=f"(xy)

Llamando h = x - x,, tenemos que:
*Si h - 0, entonces x - x,
e Ademids, x,+ h=x

Sl + ) = flx) Iim S0 = flxp)

Por tanto: [f'(x,) = lim
S h -0 h xox, X=X,

64 Relaciona los siguientes limites con la derivada de las funciones que apare-
cen en ellos:

li g(x)-g(a) () —f(0) 02+ ) -0(2)
m — lim ———— im ———
X - a X—a h-0 h x -0 X

lim g —gla) _

X - a X—d

g'(a)

lim 920 -0 01®)

x -0 X

Iim S - f0)
h -0 h
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65 Una funcion polinomica de tercer grado, ;cuantos puntos de derivada nula
S puede tener?

¢Es posible que no tenga ninguno?

¢Es posible que solo tenga uno?

La derivada de una funcién polinémica de tercer grado es una funcion polinémica
de segundo grado.

Por tanto, puede haber dos puntos, un punto, o ningiin punto, con derivada nula.

Por ejemplo:

=10
— 43 _ N ' - 2 _ — / X
SO = x°—3x S =3x*-3=0 - _18 Dos puntos

f=x3 - fix)=3x*=0 - x=0 - Un punto

S =x3+3x - fl0)=3x?+3#%0 paratodo x - Ninguno

66 Justifica que una funciéon polinomica de segundo grado tiene siempre un
punto de tangente horizontal.

Su derivada es una funcion polinémica de primer grado, que se anula siempre en
un punto.

67 ;Puede haber dos funciones que tengan la misma derivada? Pon ejemplos de
funciones cuya derivada sea f'(x) = 2x.

Si. Por ejemplo, si f'(x) = 2x, podemos considerar: f(x) = x> + k, siendo k una
constante cualquiera.

68 Dadas f(x)=(x+1)? y g(x)=3x, calcula:
S )G b) (> 8 (%)
) g'lf(x)] dD(geof)(x)
[ =2(x+D=2x+2; g'(x) =3
A f(BRx) =2 3x+2=0x+2
D) (fo ') = f1(g(x) - g'(x) = (2-3x+2)-3=18x+6
o glfxl =3
d(go ) =g'(f(x)) - f(x) = 32x +2) = 6x +6
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69 1Lafuncion y= Vx?—4x, stiene algin punto de derivada nula?
¢Y la funcién y = V4x — x2?

y=vVx?—4x - Dominio = (=, 0] UI[4, +0)

. 2x—4 x-=2

= = =0 — x=2
2Vx? —4x Va? - 4x

Pero x =2 no pertenece al dominio de definicién de la funcién. Por tanto, no tie-
ne ningin punto de derivada nula.
Para la otra funcion:
y=Vix-x* ~  Dominio = [0, 4]
. 4-2x _ 2-x
C Wix—x2  Vax— 2

=0 - x=2 (Sipertenece al dominio)

La derivada se anula en x = 2.

PARA PROFUNDIZAR

70 Demuestra que todas las derivadas de orden par de la funcion f(x) = sen 2x
se anulan en el origen de coordenadas.
S = 2cos 2x
SU(x) = —dsen 2x = 2% - sen 2x
S (x) = —8cos 2x = =23 - cos 2x

JNV(x) = 16sen 2x = 24 - sen 2x

En general, las derivadas de orden par son de la forma: f(x) = k - sen 2x, don-
de k es constante.

Por tanto, se anulan todas en x =0, puesto que sen 0 =0. Como [f(0) =0, tene-
mos que todas las derivadas de orden par de f(x) se anulan en el origen de coor-
denadas.
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71 Dada y = sen x, halla un punto en el intervalo (0, g) en el que la tangente
I
2 b

sea paralela a la cuerda que pasa por (0, 0) y ( 1).

La cuerda que pasa por (0, 0) y (g, 1) tiene pendiente: m = % = %

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién Q



Tenemos que hallar un punto del intervalo (O, g) en el que la derivada de la fun-

. . 2
cion sea igual a =

<
Il
o
Q
“
=
Il
=N
I

— X = 0,88

=

O

o
|

72 Prueba, utilizando la definiciéon de derivada, que la funcién:
S =1 -x) V1-x?

es derivableen x=1 ynoloesen x=-1.

fiD = lim f—(l =S gy V1A
h-0 h -0 h

= hlz‘mo (-V1-QQ+h?)=0=/(0

SAWSD oy, @iVE=R-0

[ = lim lim

h -0 h -0 h
2-h
= lzm ((2 h)'\/Zh b )= hlme(Z—h)'\/ h N
- % - no existe (1)

73 Sean fy g dos funciones derivables en IR, tales que:
S0 =5; f'(0)=6; f(1D=3
g®=1;g'0=4y g'(G)=2

Prueba que fo g y gof tienen la misma derivadaen x =0.

Aplicamos la regla de la cadena:
(fo @0 = f(g(®) - g0) = f/(1) - g'(0) = 3 4 = 12
(g o) =g'(f(®): f(0)=g'(5-f(0)=2-6=12

SERX 12 six#0
74 f(x)= x
k si x=0

¢Hay alguin valor de k para el cual f(x) sea continua en x = 0?

Continuidad: Debe cumplirse que lz’mo S = f(0).
X -
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lim f(x) = lim (Se”x +2)= 1+2=
X

x -0 x -0

SO =k

ooodio

La funcion sera continua en x =0 si k= 3.

75 Halla la derivada n-ésima de las funciones siguientes:

a) y = e b)y=+ Qy=in(1+x)
X
a)y/= a eax; yu — aZ eux; y///= 6i3 eax; yn) = g" pdx

Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

Si p"-D =g"-1e% derivando obtenemos: 1™ =a - a"~ ! e™ = a" e**, como
querfamos demostrar.
b)y’: i y” = i y”’: __6 y") = —(_1)71 n!
27 3’ 470 n+1
x x x x

Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

n-1 - D1

" , derivando obtenemos:
X

Siy

W ED"L - DIED - _ (D" nl

y , como queriamos demostrar.
X" +1 x" +1
_ _Dr-1 — 1)
Oyl = 1 L yr= 1 - " — 2 S y")= =D (nn D!
1+x 1+ (1+x d+x

Lo probamos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

)
Si =D = M, derivando, obtenemos:
1+ x)n- 1
-2, _ _ _ _ -1 —
mostrar.
L i
76 Comnsidera la funcion: f(x) = 0%x sen(1/x) 53 x#0 siendo 7 un ndumero
natural. 0o st x =

a) Demuestra que f es derivable en x =0 para n= 2.
b) Demuestra que f no es derivableen x =0 para n=1.

fO+W-f©
h h -0 h h -0

2 *)
D/ © = lim W25 A/ =0 jig b sen (L]
-0

) Tenemos en cuenta que —1 < sen (%) <1

Por tanto, [ es derivable en x =0 para n = 2.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



77

78

JSO+h-f0) i h sen (1/h) = 0
— = lim —

0) = i - i 1
b) f1(0) = lim - o lim sen (h)

Este limite no existe (el valor de sen (%) va oscilando entre -1 y 1).

Por tanto, f no es derivable en x =0 para n = 1.

Prueba que existe un punto de la curva: f(x) = e* + arc tg x cuya tangente
(en ese punto) es paralela a la recta y = 3x + 2.

U Aplica el teorema de Bolzano a la funcion f'(x) —3.

La pendiente de la recta y=3x+2 es m = 3.

Tenemos que probar que existe un punto de la curva f(x) tal que f'(x) = 3.

1
i = X+ =
S =e T2 3

Consideramos la funcion G(x) = f'(x) — 3; es decir:

1
G(x) = eX + -3
1+ 52
DG(O)=—1<O
O

Tenemos que: EG(D =e— % =0,22>0

EG(X) es una funcién continua en [0, 1]

Aplicando el teorema de Bolzano, sabemos que existe un punto ¢ [0 (0, 1) tal que
G(¢) = 0. Esdecir, f'(c) —3=0; obien f'(c) =3, como querfamos probar.

Comprueba en cada caso que f(x) verifica la ecuacion indicada:
a) f(x) =e~senx
S'(xX)=2f(x)+2f(x)=0

1
x+1

b) f(x) =In
xfl(x)+1= e/
a) f1(x) = e¥ sen x + e* cos x
J(x) = eXsemx + e¥ cos x + e~ cos x — eXsermx = 2e* cos x
S0 = 2f7(x) + 2f(x) = 2e” cos x — 2e” sen x — 2e” cos x + 2e¥ sen x =0

Por tanto: f"(x) — 2f"(x) + 2f(x) = 0

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién @



De otra forma:
S0 =e¥sen x + e* cos x = f(x) + e¥ cos x
S = f1(x) + ¥ cos x — e¥ sen x =
= f1(x) + e¥ cos x — e¥ sen x + ¥ sen x — e* sen x =
= f1'(x) + (¥ sen x + ¥ cos x) — 2(e* sen x) =
=100 + [1(0) = 2f(x) = 2f"(x) — 2f(x)

Por tanto: f"(x) — 2f"(x) + 2f(x) = 0

bfx)=m1l-nx+1D=-nx+1)

-1
x+1

J'Co =

= = =e

1
17
) +1 = =X sl X*tx+l 1 _)n(x+1)=ef(x)
’ +1 x+1 x+1

Por tanto: xf'(x) + 1 = ¢/

PARA PENSAR UN POCO MAS

79 Un avion vuela horizontalmente a 6 km de altura. La ruta del aviéon pasa por
la vertical de un punto P y se sabe que, en el instante en que la distancia del
avion a P es 10 km, dicha distancia aumenta a razén de 6 km/minuto.

Halla la velocidad del avion, que supondremos constante.
Pasos:

a) Expresa d en funcion de x:

b) Obtén la expresion de la velocidad de alejamiento de P, d'(f), en fun-
cionde x yde x'(¥).

c) Despeja x'(¢)) siendo 1, el instante al que se refiere el enunciado y, por
tanto, para el que conocemos algunos datos numéricos. x'(Z,) es la velo-
cidad del avion en ese instante y, por tanto, su velocidad constante.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién Q



v = constante

- e
> 6 km L any
e I
8 km >
x(1)
a) d=Vx%+ 36
b) d(1) = V(x()? + 36
) = PO XD XWX

2V ()2 + 36 Vx()? + 36

AN+ 36 6V s 36

O Xl = x(ty) 8

= 6?0 = 7,5 km/min

El avion va a 7,5 km/min; es decir, a 450 km/h.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



APLICACIONES
DE LA DERIVADA
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Relacion del crecimiento con el signo de la primera derivada

= Analiza la curva siguiente:

h
[ decrece [ crece [ decrece [ crece [ decrece

/<0 />0 <0 Tpso <o
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Relacion de la curvatura con el signo de la segunda derivada

= Describe el tramo CD y los tramos DE, EF y FG siguientes:

B

convexa concava
S S

Y L

o/ . ! .
[ decreciente | f" creciente

-/,//< 0

U

‘f//> 0

CD - f convexa - f' decreciente - [f"<0
DE - f concava - [’ creciente - [f">0
EF - [ convexa - [’ decreciente - ["<0

FG - [ concava — [’ creciente - [f">0

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada




= Dibuja la grafica de una funcién, f, que cumpla las siguientes condiciones:

e La funcion esta definida en [0, 7].

¢ Solo toma valores positivos.

e Pasa por los puntos (0, 1), (3, 1) y (7, 1).

e En el intervalo (1, 2), la funcion es convexa.
¢ En el intervalo (2, 4), f"> 0.

¢ En el intervalo (4, 6), f' es decreciente.

¢ En el intervalo (6, 7), f es concava.
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1. Halla las rectas tangentes a la curva:

_ 5x3 + 7x%— 16«
x—-2

en los puntos de abscisas 0, 1, 3.

Calculamos la derivada de la funcion:

= (15x2 + 140 = 16) (x — 2) — (503 + 7x? — 16x)  _ 10x3 — 23x% — 28x + 32

(x—2)?
Ordenadas de los puntos:

y@=0; y(=4 »p3) =150

¢ Recta tangente en (0, 0): »'(0) =8
y=8x
e Recta tangente en (1, 4): y'(1) = -9

y=4-9x-1D=-9x+13

* Recta tangente en (3, 150): y'(3) = 11
y=150+ 11(x—3) = 11lx + 117

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada
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2. Halla las rectas tangentes a la circunferencia:
x2+y2-2x+4y-24=0

en los puntos de abscisa x, = 3.

Obtencion de las ordenadas correspondientes:
32+92-2-3+4y-24=0
9+)?—6+4y-24=0
y2+4y-21=0

yo AxVI6 -84 —4 + V100

_4+10 _—y=3 ~ Punwo(,3)
2 2 2 T—y=-7 - Punto 3, -7)
Para hallar la pendiente en esos puntos, derivamos implicitamente:

26+ 2y’ =2+ 4y'=0

YQ2y+4)=2-2x

= 2-2x _ 1-x

2y + 4 _y+2
p 2 2
Ast: p'(3,3) =—=: p'(3,-7) = =
si: p'(3, 3) 5 V'3, -7 5

— X+ —

e Recta tangente en (3, 3): y =3 — %(x —3) == ? 251

e Recta tangente en (3,-7): y=-7 + %(x —3=2 il

—X-—

5 5
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1. Dada la funcion y = x3-3x%—-9x + 5, averigua:

a) Donde crece. b) Donde decrece.

Y'=3xt-0x-9=3x*-2x-3)=3x-3N+D

aAx<-1 - yp'>0 - [ escreciente en (-, —1)
x>3 - p'>0 -

/ es creciente en (3, +0)

b)-1<x<3 - »'<0 - [ esdecreciente en (-1, 3)
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2. Comprueba que la funcion y = x3/(x —2)? tiene solo dos puntos singulares, en
x=0yen x=6.

Averigua de qué tipo es cada uno de ellos estudiando el signo de la derivada.

©

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada



_ 3P —22 -2 -3 _ x*x-2(Bx-2) -2x) _

(x— 2yt (x—2)t
_ xPBx-6-2x) _ x*(x-6)
(x—2)° (- 2)3
L _ /.x= 0
y'=0 - xz(x—G)—O\x=6

1(— O
;’20,007?)1)>>00E En x =0 hay un punto de inflexion.

g O
}/: ’EZZ% i 8% En x =6 hay un minimo relativo

3. a) Halla todos los puntos singulares (abscisa y ordenada) de la funciéon

y =-3x%+ 4x3. Mediante una representacion adecuada, averigua de qué ti-
po es cada uno de ellos.

b) idem para y = x* + 8x3 + 22x2 + 24x + 9.
a) p'=-12x3 + 12x% = 12x%*(=x + 1)

=0 - Punto (0,00
X 0o _—
~~_x=1 - Punto 1, g Dos puntos singulares.

Los dos puntos estan en el intervalo [-1; 1,5],
donde la funcion es derivable. !

Ademds, f(-1) =7 y f(15) = -1.7. I \

e En (0, 0) hay un punto de inflexion.

e En (1, 1) hay un maximo relativo.

b) /= 4x3 + 24x% + 44x + 24 = 4(x + D(x + D (x + 3)

/ x=-1 - Punto (-1, 00
Y'=0——x=-2 - Punto (-2, DQ Tres puntos singulares.
\ g
O
9
Los tres puntos estan en el mismo intervalo
[-4, 0], donde la funcién es derivable.

Ademas, f(-4) = f(0) =9.

e Hay un minimo relativo en (=3, 0), un md-

ximo relativo en (=2, 1) y un minimo rela-
tivo en (=1, 0).

—4-3 21

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada 0
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1. Estudia la curvatura de la funcién: y =3x%—8x3 +5

S0 = 12x3 = 24x?;,  ["'(x) = 36x% — 48x

x=0 - Punto (0,5
1, = = / 7
ffo=0 - 1296(396—4)—0\x=i B Pumo(i_lzl)
3 37 27
( S(x) = 72x — 48; f1(0) # 0 f’”(%) # o)
4 121\ L 5
Los puntos (0, 5) y 3T son puntos de inflexion.

e La funcion es concava en (=0, 0) U (i, +00), pues [f"(x) > 0.

3

e La funcién es convexa en el intervalo (O, %), pues ["(x) < 0.

2. Estudia la curvatura de la funcién: y = x3 - 6x2 + 9x
S0 =3x%2 = 12x+9;  ["(x) = 6x — 12
f"x=0 - 6x-12=0 - x=2 - Punto(2,2)
(/") = 6; f"(2)#0)
El punto (2, 2) es un punto de inflexion.
e La funcién es convexa en (-, 2), pues ["(x) < 0.

e La funcion es concava en (2, +), pues f"(x) > 0.
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1. Halla el nimero positivo cuya suma con veinticinco veces su inverso sea minima.

Llamamos x al nimero que buscamos. Ha de ser x > 0. Tenemos que minimizar la

funcion:
Cer B
S0 =x+ —
w125 _x*=25 ___—X%=5 = [f(5=10
f (.X) 1 xz xZ 0 \ X = _5 (nO Vale, pues x> O)

(Como lz’m+ Sfx) =+ [im f(x) =+, y la funcién es continua en (0, +0); hay

x -0 X - +00

un minimo en x = 5).

Por tanto, el nimero buscado es x = 5. El minimo es 10.

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada 6



2. De todos los triangulos rectingulos cuyos catetos suman 10 cm, halla las di-
mensiones de aquel cuya area es maxima.

x+y=10 - y=10-x
. x-y _x-(10-x _ 10x-x?

Area = , 0<x<10
. 2 2 2
Tenemos que maximizar la funcion:
— a2
ol 5 f(x)=10xTx’ 0<x<10
f=tE a5 ve0 L x=5 o y=10-5=5

f(O=0; f(10) =0; f(5) = %; y f es continua. Luego, en x =5 estd el maximo|.

Los catetos miden 5 cm cada uno. El drea maxima es de 12,5 cm?.

3. Entre todos los rectangulos de perimetro 12 m, scudl es el que tiene la diagonal
menor?

d=VO6-x?+x*, 0<x<6

Tenemos que minimizar la funcion:

bf." 6—x -
K J) =VO6-x)?+x?, 0<x<6
Fi) = 206 -x) +2x _ -12 + 4x _ -6+ 2x
x 2V(6 -2+ a2 2V(6 -2 +x2 V(6 -x)? + a2

Jx=0 - —-6+2x=0 - x=3

(f()=06; f(6)=6; f(3)=V18 =3V2 =424, y f(x) es continua. Luego, en x = 3
hay un minimo).

El rectangulo con la diagonal menor es el cuadrado de lado 3 m.
4. Determina las dimensiones que debe tener un recipiente cilindrico de volu-

men igual a 6,28 litros para que pueda construirse con la menor cantidad posi-
ble de hojalata.

Suponemos el recipiente con dos tapas:

2mr

: h
&
V=06,28 1= 6,28 dm?
Unidad 10. Aplicaciones de la derivada o
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Como V=m-72-h=314-r>-h=628 - h=_028 _ 2 _}
314 -2 2
P _ 2 _ 2 >
Ast: Arealtoml—ZTIr(—2+r)—2T[(—+V)
7 r

Tenemos que hallar el minimo de la funcion:

2z
»

[ = 2Tt(

+ rz), r>0
r r2

_ 3 3—
f’(r)=2n(—%+zr)=2n(ﬂ)=o L2423 =0 - r=V1-=-1

(Como  lim  f(r)=+co, lim [f(r)=+c, y [ escontinuaen (0, +00); en r=1 hay

r -0 7 — +oo

un minimo).

El cilindro tendra radio 1 dm y altura 2 dm.

Pagina 284

1. Calcula, aplicando L’'Hopital:

a) lim sen x (1 + cos x) b) lim eX—e™
x -0 X COs X x-0 Semnx
D lim senx(1+cosx) _ (0] _ Iim €98 x(1 + cos x) + sen x(=sen x) _ ’
X0 X COS X 0 x50 cos x + x(=sen x)
X _ o™X X —Xx
b lim &= =(9)= lim £ o
x -0 senx 0 x>0 COSX
2. Calcula:
X 4 x—1 342x2+
2 tim 1 by tim T2t
X -0 x xo-1 xX3+ax2-x-1
—x _ X —X
a lim <X Lo =L g € 2 L
x -0 x2 x -0 2x x-0 2 2
3 2 2
byl 2N =(9)= lim Xt Axt 1 =(9)=
xo-1xd+txiox-1 0 x--13x2+2x—1 0

_ g x4 2 1
x -1 6x+2 —4 2

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada 0
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3. Aplica L'Hopital: lim (cos x + sen x)V*
x -0

Para poner [lim (cos x + sen x)'* en forma de cociente, tomamos logaritmos en
x -0

J(x0) = (cos x + sen )V,

lim (InlfQol) = lim lZn(cosx+sen x)| = lim In(cos x + sen x) =(2)=
x -0 x - 0\X x -0 X 0

- lim (=sen x + cos x)/(cos x + sen x) _ 1 = lim fo=cl=e
x -0 1 x -0

4. Calcula: lim (1-2V*¥)x

X - +00

_ol/x _ol/x . (_ 2y .
iim (1-2V%)x= fim A=2 - (9)= o 2V U 2 _
X — +00 X — +00 1/.X' 0 X - +0 (_1/x2)

= lim (2Y% D =—In2=1In %

X — +oo
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1. a) Explica por qué y = sern x cumple las hipotesis del teorema de Rolle en el
intervalo [0, 1.

b) ;En qué punto se verifica la tesis del teorema de Rolle?

a) y=senx es derivable (y, por tanto, continua) en todo R.

Ademas, f(0) = f(10 = 0. Por tanto, cumple las hipotesis del teorema de Rolle.

b) y’=cosx=OE o=
x 00, 0

=
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2. Aplica el teorema del valor medio, si es posible, a la funcion:
f(x)=x%-3x+2 en[-2,-1]

Calcula el valor correspondiente a c.

S0 es derivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en
[-2, —1] y derivable en (-2, -1).

Luego, cumple las hipotesis del teorema del valor medio.

Veamos dénde cumple la tesis:

SO -—fla) _ fD-f(=2) _ 6-12
b-a -1-(2) -1+2

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada o




) =2x-3=-6 - x=_—25

=3

La tesis se cumple en ¢ = -

3. Repite el ejercicio anterior para la funciéon g(x) = x3 —x?2—x+ 1.

g(x) es derivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en
[-2, —1] y derivable en (-2, -1).

Luego, cumple las hipotesis del teorema del valor medio.

Veamos dénde cumple la tesis:

8 —gla) _ gD -g2) _ 0-(9) _

b-a -1-(2) -1+2 ?

g0 =3x*-2x-1=9 - 3x?-2x-10=0

_2+V4+120 _ 2+V124 _2+2V31 _1£V31 - x =219

6 6 6 3 T x=-152

1-v31
—

Por tanto, se cumple la tesis en ¢ =

4. Demuestra que f(x) cumple las hipéitesis del teorema del valor medio en el
intervalo [2, 6]. ;En qué punto cumple la tesis?

O2x-3 si x<4

S =02 Tox—19 si x>4

lim f(x) = lim 2x—-3)=5
X -4

X - 4

lim f(x) = lim (—=x*>+10x-19) =5[] f(x) es continua en x = 4.
x - 4% X -4

J@ =5

Luego, f(x) es continua en el intervalo [2, 6]. (Para x % 4 estd formada por dos po-
linomios).

Veamos si es derivable:

o _ 2 si x<4
S0 10 s x> 4

En x = 4, tenemos que f'(47) = f'(4") = 2. Por tanto, la funcién es derivable en
(2, 6). Su derivada es:

L2 si x<4
S g—2x+ 10 si x> 4

Luego, se cumplen las hipotesis del teorema del valor medio.

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada 0



Veamos donde cumple la tesis:

£ —fQ2) _5-1
6-2 4

4

S

4

fO=1 - —2x+10=1 - x=%

La tesis se cumple en ¢ = %

. Aplicando el teorema de Rolle, demuestra que x3 —3x + b =0 no puede tener
mas de una raiz en el intervalo [-1, 1] cualquiera que sea el valor de b. (Hazlo
por reduccion al absurdo: empieza suponiendo que hay dos raices en ese in-
tervalo).

e f(x) = x3>—3x+ b es continua en [-1, 1] y derivable en (-1, 1).

, _ 2 _ /x=—1
S0 =3x —3—0\x=1

La derivada solo se anulaen x=-1 yen x=1.

* Supongamos que f(x) tiene dos raices en [-1, 1], sean ¢; y c¢,. Por el teorema
de Rolle, como f(c)) = f(c,) =0, existiria un ¢ O(cy, ¢,) tal que f'(c) =0.

Pero f’(x) solo se anulaen x=-1 yen x=1, que no estin incluidos en (¢, ¢,),
pues -1<¢, ¢, <1

Hemos llegado a una contradiccion.

e Por tanto, x3 —3x + b =0 no puede tener mas de una raiz en el intervalo [-1, 1],
cualquiera que sea el valor de b.
. Calcula p, m y n para que:

) = E—x2+px si-1<x<3

Omx +n si 3<x<5

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-1, 5]. ¢(Dénde cum-
ple la tesis? Represéntala.

e Si x# 3, la funcién es continua, pues estd formada por polinomios. Su dominio es

(-1, 5I.
e En x =3, para que sea continua, ha de ser:

lim f(x) = lim (=x*+ px) =-9 + 3p
x -3

X - 3
lim f(x) = lim (mx+mn)=3m+n -9+3p=3m+n
x - 3" X -3

fB)=3m+n=-9+3p
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eSi x[(-1,5 y x# 3, suderivada es:

oon _ U2x+p si -1<x<3
S Em si 3<x<5

e Para que f(x) sea derivable en x =3, ha de ser:

JGY==6+1H 64+ p=m
fGH=m 0O

e Para que se cumplan las hipétesis del teorema de Rolle, ademas, debe tenerse que

S = f(5); es decir:

f(—1)=—1—pD_ o
_f(5)=5m+ng l-p=5Sm+mn

e Uniendo las tres condiciones anteriores, tenemos que:

9+3p=3m+n 10
-6+ p=m -5 n=9% p=—
-1—- p=5m+n 3
e Con estos valores:
—2x+§ si —-1<x<3
[ = g '
3 si 3fx<5
328 P
10 _ -5 n N
—2x+?—0 - X 3 D( 1,5) /
5 1/
La tesis se cumple en ¢ = 3 \
— 5 4 q
/ 3
/ \
—x2+2x si -1<x<3
S0 = / \
——x+9 s 3<x<5 /
3 ne \
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Demuestra que: “Si f es continua en [a, b], derivableen (a,b) y f'(x) <0 pa-
ra x [(a, b), entonces f es decreciente en [a, b]".

Si tomamos dos puntos cualesquiera x; <x, de [a, bl, se cumplen las hipotesis del
teorema del valor medio en [x;, x,] y, por tanto, su tesis:

FGy) - flx)
X

.X'Z—

= /1) <0

1
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Se deduce que [f(x,) — f(x)) <0 vy, por tanto, [(x,) < f(x).

La funcion es, pues, decreciente en [a, b).

2. Demuestra que: “Si f'(x,)) =0 y f"(x,) <0, entonces f presenta un maximo
en x,”.
0

Sy + h) = frlx) - I JS'Cxy + h) <0
h h -0 h

S(xy) = lim
h-0
Si h <0, entonces:
S x,+h) >0 - [ escreciente a la izquierda de x, (1)
Si h >0, entonces:

J'x,+h) <0 - [ esdecreciente a la derecha de x;, (2)

Por (1) y (2), f presenta un maximo en X,, ya que es creciente a la izquierda de x;,
y decreciente a su derecha.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Recta tangente

1  Halla la ecuacion de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
que se indican:

a)y=Imh(g2x) en x=g

b) y = Vsen 5x en x=g
A)x2+y?2_2x—-8y+15=0 en x =2

a) ® Ordenada en el punto: x = g - =0

2
* Pendiente de la recta: y’= 24 +g7 20 y’(E) =4

g 2x

e Recta tangente: y = 4(x - g) = 4x —

b) e Ordenada en el punto: x

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada é
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e Pendiente de la recta:

2Vsen 5x 6 2v2/2 2V2 4
o V2 56 i
Recta tangente: y = -5 - T(x — E)

¢) ¢ Ordenadas en los puntos:
4+ -4-8y+15=0 - »*-8y+15=0

8 + V64 — 60 _812/y=5 - Punto (2, 5)

4 2 T—y»=3 - Punto (2, 3

e Pendiente de las rectas:
2x+2yy'—=2-8y'=0
2—-2x 1-x

P'Ry-8)=2-2x - y'=

2y-8  y-—-4
’ =1_2_=_
y'(2,5 5_34 1
, _1-2 _
(2,3 3°4 1

e Recta tangente en (2, 5): y=5-1-(x-2) - ypy=-x+7

e Recta tangente en (2, 3): y=3+1-(x-2) - ypy=x+1

La pendiente de la recta 2x+y=0 es m = -2.

Buscamos los puntos en los que la derivada sea igual a —2:

,_ 2= —2x _ 2x—2-2x _ -2
Y= 2 2 2
(x-1 x4 -2x+1 x*=2x+1
y==2 o — =2 - L 2=20?-2+1
xr-2x+1
2_ox+1 2_2x=0 oo """ =
— + — — = — - =
x2 - 2x X% - 2x x(ox < .., .

Recta tangente en (0, 0): y = -2x

Recta tangente en (2, 4): y=4-2(x-2) - yp=-2x+8

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada

. _Scos5x /(E): 5(=V3/2) - —S\/_g - ﬂ

Halla las tangentes a la curva y = Z_xl paralelas a la recta 2x +y = 0.
x —

Punto (0, 0)
Punto (2, 4)
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3 Escribe las ecuaciones de las tangentes en los puntos que se indican:
X _ p—X
a)y=be=% en0y In2
b)y=Vx+Jx+1 en x=0
Ay=(x?+D%"* en x=0y x=T0

e¥+e™

a)y'= 5

eEn x=0 - f(0)=0; f1(0)=1
y=x

*En x=mn2 - f(n 2)=%; fln 2)=%

-3 5k
Y 4+4(x In2)

1+; -
2Vx+1+1
b)yf=—M= S L f’(0)=%; SO =1
2Vx+Vx+ 1 4Va+ 1 Vx+ Vot 1
y=1+%x

¢) Hallamos la derivada tomando logaritmos:

my=mnk?+ 1" o Iny=senx-n(x®+1)

y7 =cosx - In(x®+ 1) +senx- 2X

x2+1

j//= (xz + 1)senx Ccos X - ln(x2 + 1) + 2Xx sen x
x2+1

*En x=0: - f(O=1, f'(O=0 - y=1

eEn x=Tt - f(MD=1; f'(0D=-nP+1)
y=1-m@@+1) - (x-T0

Halla un punto de la grafica y = x2 + x + 5 en el cual la recta tangente sea pa-
ralelaa y=3x+8.

w A~

e La pendiente de la recta y=3x+8 es m = 3.
e Buscamos un punto en el que la derivada valga 3:
[l =2x+1
flx)=3 - 2x+1=3 - x=1 - yp=7
¢ El punto es (1, 7).
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Halla una recta que sea tangente a la curva:

w O

y=xt-2x+3

y que forme un angulo de 45° con el eje de abscisas. ¢Hay algiin punto de la
curva en el que la recta tangente sea horizontal?

e Si forma un dngulo de 45° con el eje de abscisas, su pendiente es /g 45° = 1.
e Buscamos un punto en el que la derivada valga 1:
Six) =2x—2

3 9
D=1 - 2x-2=1 - x=2 o yp=2
S0 X x= y=7
9 3 3
oL taes: y= 2 +[x-2] - p=x+2
arectaes: y= = (x > ) yEat
e Veamos si hay algin punto de la curva en el que la recta tangente sea horizontal,
es decir, en el que la derivada valga cero:
flx)=2x-2=0 - x=1 - y=2 - Punto(l,2)

6  Obtén la ecuacion de la recta tangente paralela al eje de abscisas en las si-
guientes curvas:

aAy=xlnx b) y = x% e~ )y = sen 2x

Una recta paralela al eje de abscisas tiene pendiente cero.

a)y’=lnx+x~l=lnx+1
x
o _ _ 41 _ -1
y'=0 - Inx+1=0 - hx=-1 - x=e¢'=—= - y=
e e
1 -1 _ -1
La recta tangente en el punto il I A

b) y' = 2x e¥ + x? e¥ = 2x + x¥)e*. Como e¥# 0 para todo x:

x=0 - Punto (0, 0)
=0 - +x2=0 o v =0 ’
Y'=0 2x +x%=0 x@2+x)=0<__ x=-2 - Punto (-2, 4/e?)

e En el punto (0, 0), la recta tangente es: y =0

e En el punto (—2, iz)’ la recta tangente es: y = iz
e

o) y'=2cos 2x

y'=0 - 26052x=0/
\

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada 0



e En los puntos (% + TR, 1), con kOZ, larecta tangente es: y =1

e En los puntos (% + TR, —1), con k[OZ, larecta tangente es: y = -1

7 Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva x7 - y* =1 en el punto (1, 1).
Para hallar la derivada tomamos logaritmos:

X p=1 - yhx+xiny=mhl - yhx+xlny=0

Derivamos:

1 )’
'] +y- —+Iny+x-—=0
yinx+y ny+x )

yxylmx+y?+xylny+x>y'=0
yxyx+x?) == -xyiny

yro 2= xyiny
xy In x + x?

', D =-1

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente en (1, 1) es:

y=1-(x-1); esdecir, y=-x+2

8 Halla el punto de la grafica de y = 2Vx en el que la tangente forme un an-
gulo de 60° con el eje X. Escribe la ecuacion de esa tangente.

e Si forma un dngulo de 60° con el eje X, su pendiente es 1g 60° = V3.

e Buscamos un punto en el que la derivada valga V3

P
2Vx  Va

—~ 1 ~ 1 2 2V3

y=v3 o —=vV3 L 1=3x - x=-— o yp=-—=2

Vx 3 V3 3

1 2V3
El punto es =, =2 |.
punto es (3, 3 )

e La recta tangente en ese punto sera:
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Maximos y minimos. Puntos de inflexién

9 Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones:

b)y= x3(3x—-8)

— 4 3
c)y=x*-2x
1 )y

a)y=x3-6x2+9x
1

d) y=x*+2x2 ey-= 5
x“+1

DDy=e¥(x-1)

a) fi(x) =3x>—12x+9

S =0 - 3P—dx+3=0 o x=ATVI6-12

2
_ 4+ 2 /‘Xl:3 - =0
2 T—~x=1 - y=4
Signo de la derivada:
f'>0 Sf'<0 f'>0

Hay un minimo en (3, 0) y un miximo en (1, 4).
Puntos de inflexion:
[ =6x-12=0 - x=2 > y=2
Como f"(x) <0 para x<2 y f"(x)>0 para x> 2, el punto (2,2) esun
punto de inflexion.
3x* — 83
12

12x3 — 24x2
12

b)y =

= x3 — 2x?

J'Co =

/ _ 5 ~ _ /_x:O — y=0
J@=0 - xX-D=0<__ _, v =—(4/3)

<0 <0 f1>0
\ 1 \ 3 /

Hay un minimo en (2, _?4)

’ _ - _ B _ /x=0 - y=0
f'o) =3x*-4x=0 - xQBx-4) O\x=4/3 -y =-(64/81)

S0 [7<0 S0
N2

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (% —
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O f1(x) = 4x3 — 6x?

: _ 5 L /x=0 - =0
S =0 - x*(4x—06) 0\x=3/2

f1<0 | f<0 f1>0

\0\%/

P 3 =27
H =, —
ay un minimo en (2, 16 )

x=0 — =0
) = 12x% — 12 = 120(x— 1) = 0<__ i_ )

T—x=1

fH>O . f//<0 . fH>O

NN A,
Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (1, -1).

d) f(x) = 4x3 — 4x

fi)=0 - 4xx?+1)=0 - x=0 - p=0

f/<0 , fr>0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, 0).
J(x) = 12x? + 4 20 para todo x.
No hay puntos de inflexion.
—2x
e f'(x) = ———
(xz + 1)2

f’(x)=0 - 2x=0 > x=0 - y=1

Hay un maximo en (0, 1).

- = —(27/16)

f”(x) — —Z(XZ + 1)2 + 2x - Z(XZ + 1) 2x _ _2(x2 +1)+ 82 _ 6x2— 2
(v + D (x? + 13 (k2 + 1)
ffo=0 - x==¢ =i%3=i\/? N y=%
/r/>() . f/r<0 I /,,>0
3 3
N VAR AN/
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, e o (Y33 V33
Hay un punto de inflexion en ( 3 4) y otro en ( 3 4)‘

f)j‘/(x) = ex(x— 1) + e‘x = ex(x_ 1+ 1) = xex
[ =0 - xe*=0 - x=0 (pues e¥# 0 para todo x)
y=-1

f/r<0 I fH>0

\6/

Hay un minimo en (0, —-1).

S0 = eX + xe¥ = e¥(1 + x)
fr0=0 - x=-1 - y= %
4/'//< O . j'//> O

N\

Hay un punto de inflexion en (—1, _—2)
e

10 Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes fun-
g cionesy di si tienen maximos o minimos:

1 2x-3 x2-1
= b)y= = dDy-=
2y x2-4 )y x+1 0y x%+1 4 x
ay= 1 Dominio =R —{-2, 2}
x?—4
[l = =X _ L x=0
(x? — 4)?
Signo de la derivada:
f/>0 I f/>0 I f/<0 I f/<0

/ -2 / 0 \ 2 \
La funcion: crece en (—oo, —2) J (=2, 0)

decrece en (0, 2) U (2, +)

. . -1
tiene un maximo en (0, e
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b)y = % Dominio = R - {-1}

f,(x)=2(x+1)—(2x—3)=2x+2—2x+3= 5
‘ (x + 1)? (x+ 1? (x + 1)?

Sf'(x) >0 paratodo x#-1.
Por tanto, la funcion es creciente en (—oo, —1) J (-1, +00).
No tiene maximos ni minimos.

x2

x2+1

Ay= Dominio = IR

i) = 2x(? + 1) = 2x - x? | 263 + 2x — 243 2x

(xz + 1)2 (XZ + 1)2 - (xz + 1)2

>0 - 2x=0 - x=0
Signo de la derivada:

<0 [0

\6/

La funcion: decrece en (-, 0)

crece en (0, +o0)

tiene un minimo en (0, 0)

2
dy= xx—l. Dominio = R — {0}

e (X2 — 2 _ 42 2
f,(x)=2xx gx D _ 2x*—x"+1 _ x*+1
x? x? x?

S'(x) #0 paratodo x# 0.
S'(x) >0 para todo x % 0.
La funcion es creciente en (=00, 0) U (0, +00).

No tiene maximos ni minimos.

11 Halla los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de las siguien-
S tes funciones:
8—3x x2+1 x3
ay= ——"— b)y= QOy=
YT k-2 YT YT
2x%-3x 8
d)y=2x"=3x € y=x3—3x2—9x )y =
R 7 ey
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_ 8-3x _ 8-3x =
a)y e R Dominio = R - {0, 2}

3 —2x) —(8-3x) - 2x—2) _ B’ + 6 —16x + 16 + 6x* — 6 _

S0 = (x?% — 2x)? (x% = 2x)2
_ 3x?—16x + 16
(x% = 2x)?

f0=0 - 3P—16x+16=0 - x=10%V250-192 16464

6 6
_ 168 _—Xx=4
6 T—x=4/3
Signo de la derivada:
71>0 L [1>0 <0 f1<0 [1>0

L D U
La funcién: es creciente en (oo, 0) U (O, %) U (4, +c0)
es decreciente en (%, 2) U, 49
tiene un maximo en (%, —2)

|

tiene un minimo en (4, -

l\)|>—\

2
b)y= xz hl 1 Dominio =R - {-1, 1}

Fi) = 2x(? =D -2+ D-2x _ 2x3—2x—-2x%-2x _  —dx
(% = 1)? (% = 1)? (% - D?

fl=0 - —4x=0 - x=0
Signo de la derivada:

S0 f>0 <0 f1<0

,///’_i — ’ ~~ i ~~

La funcion: es creciente en (=00, —1) U (=1, 0)

es decreciente en (0, 1) U (1, +0)

tiene un maximo en (0, —1)

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada 0



3

x% -

. Dominio = R — {1, 1}

Qy=

3%(? =D —ad - 20 _ B3xt—3x? —2xt | Xt -3x? | xP?-3)
(x? = 1D? (% = 1? =1 (-2

x=0
S@=0 - x2<x2-s>=o< -3

x=vV3

S =

Signo de la derivada:

f'>0 | f<0 . f1<0 . f<0 . f<0 f>0

/7&5\—i\6\i\m/

La funcion: es creciente en (=00, —vV3) U (V3, +®)

es decreciente en (=V3,-D U (-1, DU, V3)

tiene un maximo en (—\/3, _%)
tiene un minimo en (\/5, %)

tiene un punto de inflexién en (0, 0)

2
dy= % Dominio = R — {2}

(dx—=3) - 2-x)-2x*-3x0) - (1) _ 8x—4x*—6+3x+2x*-3x _

A 2 - 2 )

_ 2x*+8x-6 _ 2(x? - 4x + 3)
(2 - x)? (2 - x)?

S0 =0 - x2-4x+3=0 - oo 4xVI6-12  4V4

2 2
_ 4+2 _— x=3
2 T—x=1
Signo de la derivada:
f/<0 I f/>0 I f/>0 I f/<0

\i/i/é\
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La funcion: es creciente en (1, 2) U (2, 3)
es decreciente en (—o0, 1) J (3, +00)
tiene un minimo en (1, -1)

tiene un maximo en (3, -9)

e)y =x3—3x%—-9x. Dominio =R

S =3x* = 0x—9 =3(x* - 2x—3)

G0 = 0 _2xVi+12 _2xV16 _ 244 __—X=3

— = =

2 2 2 T~ x=-1

Signo de la derivada:

La funcion: es creciente en (—o0, —1) U (3, +)
es decreciente en (-1, 3)
tiene un maximo en (-1, 5)
tiene un minimo en (3, —27)
8 8

f)y= = . Dominio = R - {0, 3}
Y x2(x—3)  xd-3x2

Fi = T8BF=60 _ —8x(Gx-6) _ -8Gx-0)
xt(x - 3)? x4(x — 3)? x3(x — 3)?

f/(x)=0 — 3.%'—6:0 - x=2
Signo de la derivada:

f/<0 f/>0 | f/<0 | f/<0

\(:) / 2\3\

La funcién: es creciente en (0, 2)

es decreciente en (-, 0) U (2, 3) U (3, +)

tiene un maximo en (2, —2)

12 Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de las siguientes
S funciones:

a)y=x3-3x+4 b) y = x% - 6x2 Oy=(x-2)*
_ x _2-x _
dDy=xe e)y o Dy=mn(x+1)
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a) y = x3 — 3x + 4. Dominio = R
f10) = 3x% = 3; f(x) = 6x
S =0 - 6x=0 - x=0
Signo de f"(x):

JS"'<0 JS">0
N\

La funcion: es convexa en (—oo, 0)

es concava en (0, +co)
tiene un punto de inflexién en (0, 4)
b) y = x% — 6x2. Dominio = R

S0 = 4x3 = 12x; f1(x) = 12x% — 12

x=-1
[0 =0 - 12(x2—1)=0<x= ;

Signo de f"(x):
fr>o0 - fr<0 0 fr>0
N2 NN

La funcion: es concava en (—oo, —1) U (1, +o0)

es convexa en (-1, 1)
tiene un punto de inflexién en (-1, -5) y otro en (1, —-5)

o) y = (x—2)% Dominio = R

S0 = 4(x =27 [0 = 12(x - 2)

[ =0 - x=2

S >0 para x# 2

Por tanto, la funcién es céncava. No tiene puntos de inflexion.
d) y =xe*. Dominio =R

o =e+xe¥=(0+xe"; f"x)=e*+ 1 +xe =2 +xe"

ffx)=0 - x=-2 (e¥X%£0 paratodo x)

Signo de f"(x):

<f// <0 I j‘// >0

2\
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La funcién: es convexa en (—co, —2)

es concava en (=2, +o)

tiene un punto de inflexion en (—2, —l)

= Z_X . . _
e)y_m. Dominio = R — {-1}
flo=—tatD=Q-x _ x-l-24x 53
(x + 1)2 (x+ 1)2 (x+ 1)
6
"x) = —2
S (x+ 1)

Sf"(x) #0 para todo x.
Signo de f"(x):
f// < O . f// > O

N\

La funcion: es convexa en (—oo, —1)

es concava en (=1, +oo)

no tiene puntos de inflexion

) y=Inlx+1. Dominio = (-1, +o)

won 1
S0 o]

1Ay — -1
S0 YT

f"(x) <0 para x O(=1, +)

Por tanto, la funcion es convexa en (-1, +).

PARA RESOLVER

13 Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de in-
flexion en el punto de abscisa x = 1:

Dy=1+(x-13 b) y = 2+ (x — 1)
AJy=3-(x-1)° dDy=-3+2x-1)°
a) f1(0) = 3(x— D% S0 =6(x -1

/>0 . />0 /<0 | />0

— Y

Hay un punto de inflexiéon en x = 1.
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b) f1(2x0) = 4(x — D3
S<0 >0

\ 1 /

Hay un minimo en x = 1.

o) f1(x) = =6(x— 1>,
[20 L p<o
/ 1 \

Hay un maximo en x = 1.

d) f1(x) = 10(x — D

S20 [0

/ ' /

Hay un punto de inflexiéon en x = 1.
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14 Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva y = L enel punto (3, l)
x

S0 = 12(x — 1)?
[0 f1>0

NN

S0 = =30(x — DA
f//<0 ) f/!<0

N

S0 = 40(x — 1)3

j//<0 I .fH>0

NP\

3 )

Comprueba que el segmento de esa recta comprendido entre los ejes de
coordenadas esta dividido en dos partes iguales por el punto de tangencia.

-1 . -1
! = ; ! 3 =
S0 = J'3 —9

e Ecuacion de la recta tangente en (5, 1

3)

(x-3)

yoLl 1
3 9

e Puntos de corte de la recta tangente con los ejes coordenados:
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- Punto (O, 2)
3

- Punto (6, 0)

V82
3

La distancia es la misma.
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17

Dada la parabola y = 3x2, encuentra un punto en el que la recta tangente a
la curva en dicho punto sea paralela a la cuerda que une los puntos (0, 0) y

(4, 48).

e La cuerda que une los puntos (0, 0) y (4, 48) tiene pendiente:

48
=22 =12
4

e Buscamos un punto de la funcién y = 3x? en el que la derivada valga 12:
f(x) = 6x
=12 -5 6x=12 - x=2

e El punto es (2, 12).

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 4x3 — 2x2 — 10 en su
punto de inflexion.

e Hallamos su punto de inflexion:

F100 = 12x% — 4x; f1(x) = 24x — 4

S =24x-4=0 - x=%
j>/l<0 . 4/‘//>() 1 271
m % U Hay un punto de inflexién en (E’ —2—7)

e Pendiente de la recta tangente en ese punto: f’(%) = —%

e Ecuacion de la recta tangente:

Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la fun-
cién dada por: y = [x? + 2x— 30

_2xV4+12 _ 2+4 _—x=1
2 2 T—=x=-3

x2+2x-3=0 - «x

Ox2+2x—3 si x<-3
f(X)=%I—x2—2x+3 si 3<x<1
2 +2x—3 si x>1

Rx+2 si x<-3

0 .
flo=02x-2 si 3<x<1

g .

MRx+2 six>1
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En x=-3 no es derivable, pues f'(-37) = —4 # f'(=3%) = 4.
En x =1 no es derivable, pues f'(17) = -4 # /'(1") = 4.

e Veamos donde se anula la derivada:
2+2=0 - =-1
Pero f'(x) =2x+2 para x<-3 y x> 1.
2x-2=0 - x=-1y flx)=-2x-2 para 3<x<1

Por tanto f’(x) se anula en x = -1.
e Signo de la derivada: 71<0 /150 71<0 /150
\ 3 / 4 \ 1 /

e La funcion: es creciente en (=3, 1) U (1, +)

es decreciente en (-0, —3) UJ (=1, 1
tiene un maximo en (-1, —4)

tiene un minimo en (=3, 0) y otro en (1, 0).

18 Estudia la existencia de maximos y minimos relativos y absolutos de la fun-
ciéon y = [x? -4

Ov2—4  si x<-2
f(x)=E||—x2+4 si —2<x<2
Ox2 -4 si x>2

2x  si x <=2
[0 =[F2x si —2<x<2
2x si x> 2

En x=-2 no es derivable, pues f'(-27) = —4 # f/(=2%) = 4.
En x =2 no es derivable, pues f/(27) = -4 # f'(2") = 4.

e La derivada se anula en x = 0.

e Signo de la derivada: f1<0 F1>0 /<0 f1>0

e La funcion tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene maximo absoluto ( lim f(x) = lim f(x) = +00),

X — +oo X — —00

e Tiene un minimo relativo en (-2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el mini-
mo también es absoluto, puesto que f(x) 20 para todo x.
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19 Halla el valor de ¢ de modo que la funcién y =

. +
§ tremo relativo. xmre
¢Se trata de un maximo o de un minimo?

i) = X+ —e¥2x _ e+ c—2x)
(xz + 6)2 (xz + (,‘)2

2+ V4 — 4¢

S =0 - x*-2x+c=0 - x= 5

Para que solo haya un extremo relativo, ha de ser: 4 —4c=0 - c¢=1
En este caso seria:

eX(x + 1)2
(.X'Z + 1)2

_ eX fr()_
y JE X

=0 - x=1
x>0 si x#1 - f(x) escreciente si x # 1.

Hay un punto de inflexién en x = 1.

20 Estudia el crecimiento de la funcion:
S(x) =e*(cos x + sen x)
y determina los maximos y minimos de la funciéon para x [0, 21].
Consideramos la funcion: f(x) = e*(cos x + sen x) para x J[0, 27,
Calculamos la derivada:

J1(x) = e(cos x + sen x) + eX(—sen x + cos x) = e*(2 cos x) = 2e* cos x

Tt
x:_
2
=0 - cosx=0/ (para x 1[0, 2T[])
x__
2
Signo de la derivada:
S'>0 J'<0 S'>0

La funcion: es creciente en

0, g) U (ﬂ 21T]

. Tt
es decreciente en E’ —_—
. P ( Tt TE/Z)
tiene un maximo en E, e

tiene un minimo en (%, —937”)

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada Q
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23
S

Dada la funcién y = ax* + 3bx3 — 3x2 — ax, calculalos valoresde a y b sa-
biendo que la funcion tiene dos puntos de inflexion, uno en x =1 yotro en
x=1/2.

S0 = dax3 + 9bx? — 6x —a
F"(x0) = 12ax* + 18bx — 6
S =0 - 12a+18b-6=0U 2a+3b-1=0U
O O
fr1/2)=0 -~ 3a+9-6=07 a+3b-2=0Q
Restando las igualdades: a+1=0 - a=-1

Sustituyendo en la 22 ecuacion: 3b—-3=0 - b=1

Sea f(x) = ax3 + bx? + cx + d un polinomio que cumple f(1) =0, f'(0) =2
y tiene dos extremos relativos para x =1y x=2.

a)Halla a,b,c y d.
b) ¢Son maximos o minimos los extremos relativos?
a) f(x) = ax3+ bx*+cx+d

J1(x) = 3ax? + 2bx + ¢

D=0 - a+b+c+d=02 a+b+d=-2H a=1
| [l 3
O O
0 0 -3
fo=2 - c=20 c¢c=2 o b=—
0O O 2
(=0 - 3a+2b+c=0§ 3a+2b=—2§ c=2
(2) = .-oO -1 0 4-=2
(=0 - 12a+4b+c 0g 6a +2b=-1 g 4 ¢
Asi: f(x)=%x3—%x2+2x—%; Sl =x*=3x+2=(x-1D- (x-2)
b) Signo de la derivada:
S'>0 JS'<0 S'>0

Hay un maximo para x =1 y un minimo para x = 2.
La curva y = x3 + ax? + bx + ¢ corta al eje de abscisas en x =—1 y tiene un
punto de inflexion en (2, 1). Calcula a, b y c.
y=x3+ax?+bx+c
S0 = 3x% + 2ax + b
S"(x) = 6x + 2a
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D=0 - -l+a-b+tc=07q a-b+tc=1 5 a=-6
0 0 10
J@=1 - 8+da+2b+c=14 da+2b+c=-7H b=
3

0 a
f1(2)=0 - 12+2a=00 a=-6 O C=2
O O 3

24 De la funcién f(x) = ax3 + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto
tiene tangente paralela a la recta 3x + y = 0.

a)Halla a y b.

b) Determina sus extremos relativos y sus intervalos de crecimiento y de-
crecimiento.

a) f(x) = ax3 + bx;  f'(x) =3ax>+b
=1 - a+b=1 U ag=20

= _23
SO =23 - 3a+b=-30 b=3 g [V TEITH

b) f'(x) = —6x% + 3

o Y2
2
f0=0 - 32x2-1=0 e
\x= V2
2
Signo de la derivada:
J'<0 >0 JS'<0

La funcion: es decreciente en (—00, —%) U (%, +°°)
52

es creciente en [—
( 27 2

tiene un minimo en (—72, —\/5)
tiene un miximo en (%, \/E)

25 La funcion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) =1, f'(1) =0 y que f
no tiene extremo relativoen x=1. Calcula a,b y c.

L Sies f'(1) = 0 y no bay extremo relativo, tiene que haber una inflexion en x = 1.
o) =x3 +ax®+bx+c
F100) = 3x% + 2ax + b
S = 6x + 2a
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=1 - 1+a+b+c=1g g=_3g
=0 - 3+2a+b=0 0 b=3 [
=0 - 6+2a=0 E c=OE

SO = x% - 3x? + 3x

26 Sea f(x)=x3+ax?>+bx+5. Halla a y b paraque la curva y = f(x) tenga

en x =1 un punto de inflexiéon con tangente horizontal.

Sien x =1 tiene un punto de inflexion con tangente horizontal, ha de ser

S = (1) = 0.
F) =x3+ax?+bx+5
S0 = 3x% + 2ax + b
f(x) = 6x + 2a

S =0 - 3+2a+b=og a=_3g
j‘/’(l)=0 - 6+2a=0 0 b=3|:|

S0 =x3=3x% +3x+5

27 lacurva y=x3+0ax2+Bx+Yy cortaaleje OX en x =1 y tiene un punto de
S inflexién en (3, 2). Calcula los puntos de la curva que tengan recta tangente

paralela al eje OX.

S =ad+ax?+Bx+y; [0 =3x%+2ax + B; [(x) = 6x + 20

/=0 - 1+a+B+y=0 E a=-9
SR =2 S 27+9a+3B+y=20 P=24
/"3 =0 - 18+20=0 E y=-16

Ast: f(x) = x3 = 9x? + 24x—16; f'(x) = 3x? — 18x + 24

e Puntos con tangente horizontal:

18+V324-288 _ 18+V36 _18+6 _—*=4

=0 - x= =

6 6 6 T—x=2

e Los puntos son (4, 0) y (2, 4.

28 Halla los puntos de la curva y = %xz +4x—4

en los que la recta tangente a esta pase por el punto (0, —8). Escribe las ecua-

ciones de las rectas tangentes.

U La ecuacion de la tangente es y = f(a) + f'(a) (x —a), donde f(a =%a2+4u—4 y

f’(a)=%a+4.

Sustituye en la ecuacion de la tangente y baz que esta pase por (0, -8).

La ecuacion de la tangente en (a, f(a)) es y=f(a) + (@) (x— a).

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada
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Como fla) = %az tha—4 y fla) = %a + 4, queda:

y=%a2+4a—4+(%a+4)(x—a)

Si la recta tangente pasa por (0, —8):
8=Lazrda—d+|La+i|lca
4 2

—8=%a2+4ﬁ—4—%a2—4ﬁ

1 5

—4=—=a®> - -16=-a*> - a

e Hay dos puntos: (-4, -16) y (4, 16)

e Recta tangente en (=4, —=10): f/(=4) = 2
y=-16+2x+4) - y=2x-8

e Recta tangente en (4, 16): f'(4) =6
y=16+06(x+4 - p=06x-8
29 Halla los puntos de la curva y = 3x% —5x + 12 en los que la recta tangente a

S ella pase por el origen de coordenadas. Escribe las ecuaciones de dichas tan-
gentes.

y=3x2-5x+12; [/(x)=06x-5
e La recta tangente en un punto (a, f(a)) es:

y=fla) + f'(a)(x— a); es decir:
y=3a2-5a+12+ (6a-5) (x—a)

e Para que pase por el origen de coordenadas, ha de ser:
0=3a?-5a+ 12+ (6a —5) - (~a)
0=3a’-56+12—-6a*+ 54

-2
2 _ 2 = /Oi
3@—12 — ﬂ—4\a=2

e Hay dos puntos: (-2, 34) y (2, 14

e Recta tangente en (=2, 34): [f'(=2) = -17
y=3-17x+2) - y=-17x

e Recta tangente en (2, 14): f/(2) =7
y=14+7x-2) - ypy=7x
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30 Dadala funciéon f(x) = x%—3x + 4:
S

a) Halla la ecuacion de la recta tangente a f en un punto cualquiera x = a.

b) Halla el valor o valores de a para que dicha recta pase por el punto
P(0, 0) (exterior a la curva).

) f(x) =x?=3x+4; flx)=2x-3
La recta tangente en X =d €S
y=fla)+ f(@)(x-a); esdecir:
y=a’-3a+4+Qa-3) (x— a)

b) Para que la recta pase por (0, 0) sera:
O=a%-3a+4+ Qa-3) (-a)
0=a’-3G+4-2a’+ 3

a2=4/6l=—2

Pagina 299

31 Halla el angulo que forman las rectas tangentes a las funciones f(x) y g(x)
en el punto de abscisa 2:

S(x) =2x—x? gx)=x2-x-2

m, —m
U Recuerda que el dngulo de dos rectas se puede calcular asi: tg o = D#ﬂiﬂ 5
donde m; y m, son las pendientes de las rectas. 1

e La pendiente de la recta tangente a f(x) en x =2 es:

f@)=2-2x - f(2)=-2

e La pendiente de la recta tangente a g(x) en x =2 es:

g=2x-1 -5 g'@=3

¢ El angulo que forman las dos rectas sera:

tga=D%D=1 S O=45°

32 Halla el dominio de definicion, maximos, minimos e intervalos de creci-
miento y decrecimiento de las siguientes funciones:

aAy=x*lnx b)y=3/x2+2x
a) y = x% In x. Dominio = (0, +o)

Sl =2xnx+x? —=2xInx+x=xQnx+1

1
X
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fl=0 - xQhx+1)=0

x =0 (no vale, pues no esta en el dominio)
/ p
~

2lx+1=0 - Ix=--+ o x-ev2-_L
2 Ve
Signo de la derivada:
I f/ <0 I f/ >0
0 \ 12 / I
La funcién: es decreciente en (0, e~/2)
es creciente en (e7V/2, +00)
tiene un minimo en (e‘l/ 2 _—1)
2e
by = VX2 + 2x . Dominio = R
S0 = %Zx—+72 (La funcion no es derivable en x =0 nien x=-2).
3V (a2 + 2x0)?
flx)=0 - 2x+2=0 - x=-1
Signo de la derivada:
<0 <0 oS>0 >0

\ ) \ -1 / 0 /
La funcion: es decreciente en (—co, —1)

es creciente en (=1, +)

tiene un minimo en (=1, —1)

33 Entre todos los triangulos isosceles de perimetro 30 cm, ¢cual es el de area
S maxima?

Perimetro = 2x + y =30 - yp=30-2x

Altura = h =

(36—2x)2
L, G0-20 \/

Area = —— = =
2

- B0-29 ‘2‘/5(”“ =225 _ (15— ;)V30x — 225 = V(15 — x2(30x — 225) =

V30x3 — 1125x% + 13500x — 50625

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada e



34

Tenemos que maximizar la funcion area:

SO0 = V30x2 — 1125x% + 13500x — 50625

90x2% — 2250x + 13500

[ =
2V30x3 — 112552 + 13500x — 50625

fl0 =0 -  90x%-2250x + 13500 = 0
90(x? — 25x + 150) = 0

_25+V625-600 _ 25+V25 _ 2545 _—X=15 (novale)
2 2 2 T—x=10

(x =15 no vale, pues quedaria y = 0, al ser perimetro = 30)

(f"(x) > 0 alaizquierdade x=10 y f/(x) <0 ala derecha de x = 10. Por tan-
to, en x =10 hay un maximo).

Luego, el triangulo de drea maxima es el equilatero de lado 10 cm, cuya area es

25V3 =433 cm?.

Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad
maxima. ;Cudil debe ser el radio de la base?

hZ+ R?=100 - R?=100-h?

Volumen = %T{RZh - %7‘[(100 ~ hd)h = %n(mh — h3)

Tenemos que maximizar la funciéon volumen:

Fh) = %n(mOh —hd)

F1(h) = %1‘[(100 ~ 3h?)

fh=0 - 100-3h*’=0 - h=
(consideramos la raiz positiva, pues h = 0).

(f’(h) >0 alaizquierda de h = y f'(h) <0 ala derecha de h=
Luego, en h = hay un maximo|.

Por tanto, el radio de la base sera:

R2=100—h2=100—1éﬁ=% . R-
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Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea
8 dm3. Averigua las dimensiones de la caja para que su superficie exterior
sea minima.

8
x2 y

32
x

Volumen = x*y =8 dm?> - y=

Superficie = 4xy + 2x* = 4x% + 2x2 = + 2x2

X

Tenemos que hallar el minimo de la funcion superficie:

3
fop = TO2F 4x

2

fao =32 o2 L peo= 32
X x> X°

[l =0 - B2+4x3=0 - x3=8 - x=2 - yp=2

(En x =2 hay un minimo, pues f(x) <0 para x<2 y [f'(x)>0 para x> 2).

Por tanto, la caja ha de ser un cubo de lado 2 dm.

En un tridngulo is6sceles de base 12 cm (el lado desigual) y altura 10 cm, se
inscribe un rectangulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del
triangulo y dos de sus vértices sobre los lados iguales:

a) Expresa el area, A, del rectingulo en funciéon de la longitud de su base,
x, y di cual es el dominio de la funcion.

b) Halla el valor maximo de esa funcion.
Py Py

a) A Los tridngulos ABC y DEC son semejantes; luego:
AB =10 cm — —
AB _ BC
DE  EC
D Como AB =10 cm D_=y
7 BC =6 cm EC = 122—x
B E C
—x tenemos que:
12cm 10 _ 6 10 _ 12
y 12 —x y 12 —x
2
1012 —x) _ 5(12-x) _ 60— 5x
10(12 —x) = 12 = = =
12-0=1z -y 12 6 6
Por tanto, el area del rectangulo es:
— _ 2 _ 2
A=x-y=x-(6O6SX)=6OX65x - A(x)=60x(5x
O

x puede tomar valores entre 0 y 12. Por tanto, el dominio de A(x) es:

Dominio = (0, 12)
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b) Hallamos el maximo de A(x):

Ay = 90 —610x

A =0 - 60-10x=0 - x=6 - yp=5
(En x =6 hay un maximo, pues A'(x) >0 para x<6 y A'(x) <0 para x> 0).

El mdximo de la funcion A(x) se alcanza en x = 6, que corresponde al rectin-
gulo de base 6 cm y altura 5 cm. En este caso, el drea es de 30 cm? (que es el
drea maxima).

37 De todos los rectingulos de irea 100 dm?, halla las dimensiones del que
S tenga la diagonal minima.

Area = x -y =100 dm? - y-= _120

d » La diagonal mide:
d= \/XZ + yZ = =
X
Tenemos que minimizar la funcion:
d(x) =
2 20000
- 4
40 = X3 _2x*=20000  _  x*=10000
2\/x2 L 10000, 5 ¥xt+10000  wHVat+ 10000
x? x

A =0 — x*-10000=0 — x=v10000 =10 — x=10 — =10

(En x =10 hay un minimo, pues d’(x) <0 ala izquierda de x=10 y d'(x) >0
a la derecha de x = 10).

Por tanto, la diagonal minima corresponde al cuadrado de lado 10 dm.

38 Un triangulo isésceles tiene el lado desigual de 12 m y
la altura relativa a ese lado de 5 m.
Encuentra un punto sobre la altura tal que la suma de 2
distancias a los tres vértices sea minima.

altura = 5 m La suma de las distancias a los tres vértices es:
S=2d, +d,
— a2 1+ 24 _
Pero: dy = Vx*+30 y d,=5-x

Por tanto:

S(x) =2Vx2 +36 +5—x
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Tenemos que minimizar la funcion S(x):

2x _1=2x—\/x2+56
2V + 36

S'x) =2

S =0 - 2x—Vx?+30 =0 - 2x=Vx?+30
4t =x%+36 - 3x2=36 - x?=12 - x=V12=2V3
(consideramos solo la raiz positiva, pues x = 0).

(En x = 2V3 hay un minimo, pues S'(x) < 0 a la izquierda de este valor y
S'(x) > 0 a su derecha).

Por tanto, el punto buscado se encuentra a 2V3m de la base, situado sobre la al-
tura.

39 Halla la base y la altura de una cartulina rectan- S L
gular de perimetro 60 cm que, al dar la vuelta ]
completa alrededor de un lado vertical, genere !

un cilindro de volumen maximo.

Perimetro cartulina = 2x+2y =60 - x+y=30 -

- x=30-y

Volumen = Ty?x = T?(30 — y) = T(30y? - »3)

Tenemos que maximizar la funcion:
V() = B0y* - %)
V/(y) = 60y — 3p?)
V() = 60 2-0 20 o770 (oval
W=00y-3°=0 - 3pQ20-y = -2 - x=10

(En y = 20 hay un maximo, pues V'()») > 0 a la izquierda de este valor y
V'(y) <0 a su derecha).

Los lados de la cartulina mediran 20 cm y 10 cm.

2 2
40 El punto P(x,y) recorre la elipse de ecuacion: > + X =1

S 25 9
Deduce las posiciones del punto P para las que su distancia al punto (0, 0)
es maxima y también aquellas para las que su distancia es minima.

PG D) La distancia de P a (0, 0) es:

D = Vx?+y?

/3
-5 —x 5 Como P es un punto de la elipse:
2 2 2
\\/ X_+L=1 . y2=9(1_x_)
= 259 25
Unidad 10. Aplicaciones de la derivada Q




Asi, la distancia es:

2
DGO = _ _ Vi6x? + 225
5
El dominio de la funcién es el intervalo [-5, 5.
Hallamos el maximo y el minimo de D(x):

32x

D(x) = ———u——
10V16x2 + 225
D=0 - x=0

(En x =0 hay un minimo relativo, pues D'(x) <0 para x<0 y D'(x) >0 para
x> 0).

Veamos el valor de D(x) en x =0 vy en los extremos del intervalo [-5, 5]
D(0) =3; D(5) =D() =5

Por tanto, las posiciones de P que nos dan la distancia maxima son P(5, 0) y
P(=5, 0); vy las que nos dan la distancia minima son P(0, 3) y P(0, =3).

En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de un cilindro cuya
area lateral es 50 cm?.

¢Cual debe ser el radio del cilindro para que su volumen sea el mayor posi-
ble?

) Area lateral cilindro = 217h =50 cm? — h = >0
| 2Tr
El volumen del cilindro es:
b
V= 10r%h = TU°% - 20 25r - V() =25r
210
. s Al estar apoyada la base sobre el cuadrado, tenemos
T \Q‘“ que el dominio de V(») es el intervalo (0, 5.

10 cm Tenemos que maximizar V(r) = 25r, con r (0, 5l.

Como V(») es una funcién creciente, su maximo se alcanza en r = 5.

Dada la funcion f:[1, e] —» R definida por f(x) = 1, In x, determina cua-
x

les de las rectas tangentes a la grafica de f tienen la maxima pendiente.

La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a es [f'(a). Tenemos que hallar

el maximo de:

10 = % + L x00, e
X

1
x
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Calculamos la derivada de f'(x); es decir, f"(x0):

=0 - 2-x=0 - x=2 0[1,¢

(En x =2 hay un maximo relativo de f’(x), pues f"(x) >0 a la izquierda de ese
valory f"(x) <0 a su derecha).

Hallamos f(x) en x =2 y en los extremos del intervalo [1, el:
°/ = 1 — . / = 0. ! _ e—- 1 ~
j (2) - Z - 0,25, f(]-) - O, f(e) = —2 -~ 0,23
e

Por tanto, la recta tangente con pendiente maxima es la recta tangente en x = 2.
La hallamos:

1 ey L
J@ =3z 2=

La recta es: y = % +1In2+ %(x— 2)

Se desea construir un depésito de laton con forma de cilindro de area total
54 cm?. Determina el radio de la base y la altura del cilindro para que el vo-
lumen sea maximo.

Area total = 2Torh + 2102 = 54 cm?

h - 54 — ZT[VZ
210

54 — 2102

=r(27 -1 = 27r— 103
21

Volumen = T*h = T2 -

Tenemos que maximizar la funcién V(») = 27r — T
V(r) = 27 - 312

Vi(n=0 - 27-32%=0 - 2=

3

—= hay un minimo, pues V() < 0 a la izquierda de este valor y

(En r

Vm

V'(7) > 0 a su derecha).
3

Tt

6
i

Para r= —=— o h-= dimensiones del cilindro de volumen maximo.

\/

Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada y
capacidad 80 cm3. Para la tapa y la superficie lateral usamos un determinado
material, pero para la base debemos emplear un material un 50% mas caro.

Halla las dimensiones de este envase para que su precio sea el menor posible.
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Volumen = x?y =80 cm?® - y==

22
p Para la tapa y el lateral - z€/cm?
Para la base - 1,5z €/cm?
_______________ El precio total sera:
x P=z(x? + 4xp) + 1,52(x?) = z(xz + 4o - %) +1,5x%z =

= z(x2 + —320) +1,5x%z = Z(Xz + 320 1,5x2) =
X x

= Z(Z,Sx2 + ﬁ)
X

Tenemos que minimizar la funcion que nos da el precio:
P(x) = Z(Z,sz + ﬁ)
X
Px) = z[50 - 329 = 2 5 = 320
22 22
P(x)=0 - 5x3-320=0 - x3=064 - x=4 - y=5

(En x =4 hay un minimo, pues P'(x) <0 a la izquierda de ese valory P'(x) >0
a su derecha).

El envase debe tener la base cuadrada de lado 4 cm y 5 cm de altura.

45 Entre todos los triangulos inscritos en una semicircunferencia de 10 cm de
S diametro, ;cuil es el de area mixima?

La base mide 10 cm. El area es:

Area = % —5h. h 0,5

: El de area maxima sera el que tenga la maxima altura;
10 cm es decir, h =5 cm. Su 4rea es 25 cm?.
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46 Con una lamina cuadrada de 10 dm de lado se quiere construir una caja sin
tapa. Para ello, se recortan unos cuadrados de los vértices.
Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea
maximo.
Si la altura de la caja no puede pasar de 2 dm, ¢cual es la medida del lado del
cuadrado que debemos recortar?
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El volumen de la caja es:

. Voo = (10~ 202, %00, 9

<—10 dm—>

«~—10 dm ——

Tenemos que maximizar esta funcion:
V() = x(10 = 2x0)? = x(100 + 4x? — 40x) = 43 — 40x% + 100x

V'(x) = 12x2 — 80x + 100 = 4(3x2% — 20x + 25)

e _ 20+ V400 -300 _ 20 V100 _ 20 £ 10 _—X =5 (novale)
V=0 - G 6 6 ——x-5/3

(En x=5/3 hay un maximo, pues la derivada es positiva a la izquierda de este va-
lor y es negativa a su derecha).

Por tanto, el lado del cuadradito es x = 5/3.

Si la altura no puede pasar de 2 dm; es decir, si x (0, 2), obtenemos el mismo re-
sultado: x = 5/3.

Dado » >0, prueba que entre todos los niimeros positivos x e y tales que
x%2+9y?=7r, lasuma x+y es maxima cuando x =y.

Como x2+ y% =r ynos dicen que y>0, entonces: y = Vr— x?

Asi, la suma es: S=x+y=x+ Vr—x?

Tenemos que maximizar la funcion S(x) = x + Vr—x?:

— _x2
SG) =1 + 2x . x  _Vr-xl-x
2Vr — x2 Vr— x?
) =0 - Vr—x?=x - r-x?=x%> o r=2x%> o x2=%
Como x>0 - x-=
(En x = hay un maximo, pues S'(x) > 0 a la izquierda de ese valor y

S'(x) < 0 a su derecha).

Hallamos y: y = Vr—x? = =

Por tanto, la suma es maxima cuando x =y =

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada Q
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El valor, en millones de euros, de una empresa en funciéon del tiempo ¢ vie-
ne dado por f(£) =9 —(t—2)% 0<t<4,5.

Deduce en qué valor de ¢ alcanzé su maximo valor y en qué valor de ¢ al-
canzo su valor minimo.

Derivamos la funcion f(2):

[l =-2t-2)
Los puntos criticos son:

f=0 - 20-2)=0 - t-2=0 - =2
La funcién f tiene un punto critico en (2, 9).

S =2

[ =-2<0 - (2,9 esun maximo.

Ademas, como la funcién es una parabola con las ramas hacia abajo, el minimo se
alcanzard en uno de los extremos del intervalo:

F(O) =5
f45 =275 - (4,5 2,75 esun minimo.

Por tanto, el miximo se alcanza para ¢ =2 y el minimo para ¢ = 4,5.

De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2), encuentra la que determi-
na con los ejes de coordenadas, y en el primer cuadrante, un triangulo de
area minima.

Las rectas que pasan por el punto (1, 2) son de la
forma: 2 1,2

y=2+mx-1

Hallamos los puntos de corte con los ejes de la recta:
—Coneleje ¥ - x=0 - y=2-m - Punto (0,2-m)

— Coneleje X - p=0 - x=1_l -~ Punto (1_170)
m m

El area del tridngulo es:

A(m) = l(l_i)(z_m)=i(z_m_i +2) - l(4_m_i)
2 m 2 m 2 m
Hallamos el minimo de la funcion:
1 4 —m?+ 4
A/ = _1 _ = -
(m) 2( + mz) o

/ ~ 5 o m=2 (no vale)
A(m)—O — —-m +4—O\m=_2

(m =2 no vale, pues no formara un tridngulo en el primer cuadrante la recta con
los ejes).
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(En m = -2 hay un minimo, pues A'(m) < 0 a la izquierda de ese valor y
A'(m) >0 a su derecha).

Por tanto, la recta es:

y=2-2(x-1); esdecir: y=-2x+4

Calcula la generatriz y el radio que debe tener un bote cilindrico de leche
condensada, cuya area total (incluyendo las dos tapas) es de 150 cm?, para
que su volumen sea maximo.

Area total = 2Trg + 2Tr? = 150 cm?

N_ _ 150 - 2m?
& 21
150 — 21072

= 75r — 103
21 >

g Volumen = Trg = Tr? -

e .. Tenemos que maximizar el volumen:

~ V() = 757 — T3 VI(P) = 75 — 3102

V=0 - 75-3w?=0 - r= = -

(Solo consideramos la raiz positiva, pues 7> 0).

(En r = % hay un maximo, pues V() > 0 a la izquierda de ese valor y
Tt
V'(r) <0 a su derecha).
10
Por tanto: r= — y g=—
vm Vv

Dos postes de 12 y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un ca-
ble que una un punto del suelo entre los dos postes con los extremos de es-
tos. ¢Donde hay que situar el punto del suelo para que la longitud total del
cable sea minima?

La longitud total del cable es:

18 m

oal LGo) = Va2 + 122 + V(30 — 02 + 182; es decir:
x ) o 30—«
30 m L(x) = Vx?+ 144 + Vx? — 60x + 1224
1/ = 2x . 2x — 60 X N x - 30

2V + 144 2Va? — 60x + 1224 Va2 + 144 VaZ—60x + 1224

xVa? —60x + 1224 + (x — 30) Va2 + 144
V(a2 + 144) (x2 — 60x + 1224)
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L'(x) =0 = xVxZ—060x+1224 + (x—-30)VxZ+ 144 =0

xVaZ = 60x + 1224 = —(x — 30) Va2 + 144

X2 (x? = 60x + 1224) = (x — 30)2 (x? + 144)

x* = 603 + 1224x% = (x? — 60x + 900) (x? + 144)

x% = 60x3 + 1224x% = xt + 144x2 — 60x3 — 8640x + 900x2 + 129 600
180x2 + 8640x — 129600 = 0

x%+48x—720=0

o —48V2304+2880 _ —48: V5184 _ —48+72 _— ¥ =12
2 2 2 T~ x=-60 (no vale)

(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 a la izquierda de ese valory L'(x) >0
a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (y a 18 m del
poste de 18 m).

1
1+x

52 cCalcula el punto de la curva y = 5 en el que la pendiente de la recta tan-

gente sea maxima.

La pendiente de la recta tangente a f(x) =

en x es f'(x). Tenemos que

1+x
hallar el maximo de f"(x).
—2x
(X)) = —=——
/ (1 +x2)?

10 = 20 +x??+2x- 2L +xH) 20 _ 20 +xH +8x% _ 6x*-2
1+ 1 +x2)? 1 +x%)?3

[ =0 - 6x2-2=0 - x=4%

fH>0 . f//<0 . fH>0

N T e g e

En x=- hay un maximo (absoluto) de f'(x) yen x = hay un mini-

mo (absoluto) de f"(x).
Por tanto, el punto en el que la pendiente de la recta tangente es maxima es:

43
37 4
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53 Dentro del triangulo limitado por los ejes OX y OY ylarecta 2x+y =8, se
inscribe un rectangulo de vértices (a, 0), (0, 0), (a, b) y (0, b). Determina el
punto (a, b) al que corresponde el rectangulo de area maxima.

S

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada

6Ii 4\

e El punto (a, b) es un punto de la recta 2x + y = 8.
Por tanto, 2a + b = 8; es decir, b =8 - 2a.

e Como el rectangulo estd inscrito en el tridngulo,

a 0, 9.
e El drea del rectangulo es:

Area=a - b=a (8 -2a) =8a-2a? a0, 4)
e Tenemos que maximizar la funcion:

Ala) = 8a - 2a% a 0(0, 4

Ala)=8-4a=0 - a=2 - b=4

(En a = 2 hay un maximo, pues A'(a) > 0 a la izquierda de este valor y

A'(a) <0 a su derecha).

e Por tanto, el punto es (2, 4).

Calcula, utilizando la regla de L’Hopital, los siguientes limites, que son del

. 0
t — |
lpo(o)

3
a) lim x+ 1

x--1x2-3x—-4

a®— b~

d) lim

x -0

In(cos 3x)

g) lim >

x -0 X

i) lim X —sen x
x -0\ Xxsenx

3
) lim x4l
x2-3x-4

b) lim

sen x

o lim ———— =
1 - cosx

(e +x% _

x 3
b) lim In(e* + x7) o) lim —S€"X
x -0 X x»0l1l—cosx
_ X _ psen x
e) lim arclg x—x ) lim e-e

x.-0 X—senx x>0 1—cosx

2
h) lim In El L+ x) D lim 1—-cos* (2x)
x>0 Va3 x>0 3x2

¥+ 3x2

CcoOS X
sen x

Hallamos los limites laterales:

lim
sen x

Cos X _

=1
e* + x3
_ - cosx
lim ——— =+
sen x



d

e)

£)

2)

h)

j

55
a)

©)

lim

lim

lim

lim

lim

lim
x - (W2)

a® — b~

a*ma-b ¥Inb

lim

6x

i =ma-mb=mh%
. i 1 n n n b
1 -1 —2x
_ 2 232
arcigx—x _ ;. 1+x lim a +x9° _
X —sen x 1 - cosx sen x
e.X‘ _ esenx _ [m e.x _ esenx - COS X _
1—-cosx sen x
. ¥ — "X cos® x + e Y sen x _ 0
cos X
-3 sen 3x
In(cos 3x) _ .. _ €OS 3X lim —3183% _
X2 2x 2x
_ 91 + 192 3x) 9
= gy 2L T8TO0X0 D
im 5 >
1 —
n(l+x) _ Iim 1+x _ Iim 4 Vx _
Va3 3 3(1 +x)
4V x
2 .
1—cos® 2x) _ lim 2.€08 (2x) sen (2x) - 2 _ lim
3x2 6x
lim Sen dx _ lim 4cosdx _ 4
3x 3 3
B 1—cosx _

x—senx | _
X sen x

lim (1g x)°s~

x - T2

e) lim (1+x)Vx

X - +0

sen x + x cos

Calcula los siguientes limites:

cos x In (i1g x)

g) lim (1 — sen 2x)°'8 3%

x -0

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada

sen x

6x%2 =2

COS X

2 sendx _

A +x» _

X

b) lim (cos x + sen x)V*

x -0

d) lim (e* + x3)Vx

x -0
) lim xln(

X — +00
g x
h) lim (l)
X

x -0

1+x
X

Cos X + cos X —Xx sen x

©



Q) lim cosxIn(igx)= (0 +0) = [im In (ig x) _
cos x
1+ig?x
4 1 +1g2
= lim _&x lim 2g X _ lim
sen x 192 x
cos? x COS X
= lim Cosx( +1)=0.1=0
1g% x

b) lim (cos x + sen x)V*. Tomamos logaritmos:

lim In (cos x + sen )V = [im p”

Por tanto:  lim (cos x + sen x)V¥ = ¢

o) Iim (g x)*. Tomamos logaritmos:
¢ )
lim In(gx)>*=lim cosx In(gx)=0

Por tanto:  lim  (tg x)°¥ = ¢V = 1

d) tim (e* + x»)HV*, Tomamos logaritmos:
lim In (e* + xHV¥ = [im

Por tanto:  lim (¥ + x)HV¥ = ¢

e) Ilim (1+x)Y* Tomamos logaritmos:

n(1+x) _ lim

lim In 1+ = [Iim
X 1

Por tanto:  fim (1 +x)Y¥=¢0=1

In (cos x + sen x) _

)

cos x(1 + 1g* x) _

1g% x

—sen x + cosx  _ 1
cos x + sen x

¥

)(Ver apartado a))

In (e* + x3 e+ 3x?
Inle"+x) _ lim 22X SR
x eX + x3

X
£ lim XIn(1+x)= lim xln(1+l)= lim ln(l+l) -
X x X

=In
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@) lim (1 —sen 2x)°983* = [im (1 — sen 2x)V%8 3% Tomamos logaritmos:

In (1 —sen 2x) _

lim In (1 —sen 2x)V183% = [y
g 3x

Por tanto:  lim (1 — sen 2x)C018 3% = ¢=2/3

1 1gx
h) lim (—) . Tomamos logaritmos:
X

1 \iex
lim In (—) =
X

lim 1g xIn (%) = lim ligx(-nx)) = lim
-1
o —nx . X . sen?*x _ . 2senXxcosx
= lim ———= lim ————= Iim ——— = [im ————
COS X -1 X 1
sen x Senz X
1 \gx
Por tanto:  lim (—) =e0=1
X
56 Halla los siguientes limites:
S
_ g x—8 _
a) lim 1-cosx b) lim _8x=9% c) lim 1-cosx+x”
x-0 e*—1 x - w2 Sec x +10 x-0 2x2

Q) fim LZCOSX _ypy, SORX _

eX¥—1 eX
1
tox—8 cos? x
b) lim ol iim 2 X - [
sec x + 10 sen x sen x
cos? x
_ 1—cosx+x% _ . senx+2x _ . cosx+2 _ 3
o lim ———————— = [im —————— = [jm ———— ==
2x2 4x 4 4
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57 Calcula los siguientes limites:

lim

—2 cos 2x

1—-sen2x _
(1 +1g%3x) 3

g x

=2
3

senx (=Inx) _

Ccos X

a) lim( 1 —l) b) lim 1
x_o\lsenx x
<) lim( e __1 )

x-1\e¥—e x-—1
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2 lz’m( 1 _l)= lim X—senx _ lim 1 - cosx _

senx  x X sen x sen x + x cos x
= lim Sen x -9
CoS X+ cosx—xsenx 2
g x _ _ .
b lim 1 8 - im A (4x/TD — tg x - cos 2x  _
cos2x 1 —(4x/™ (cos 2x) (1 — (4x/TD)
2x
—4/m— EB X 4 0 g x - sen 2x
- lim cos? x 8 _2-4/m
-2 sen 2x (1 — (4x/T) + cos 2x - (—4/T0) 0

Hallamos los limites laterales:

) . i e ) _ 1 _ g x
lim  fx0) ’ lim  fQo) =+ siendo  f(x) cos 2 1=/

N - 1 .. ex—e—e‘+te _ . e x—e" _
o lim — = [lim = lim ———— =
eX—e x-1 e¥—e)(x-1 e*-e)x-1)
_ e—e¥ L —eX _—e _ -1
= = lim == =—
eX(x—1) + (e¥—e) eX(x—1) +eX+ eX 2e 2
58 cCalcula:
a) lim (el/x + ez/x)x b) lim (el/x + ez/x)x
x - 0" x - 0”

a) lim (eV* + e¥¥)* Tomamos logaritmos:
lim In (VX + 2 = [im xn (V¥ + e?%) = (0 - +00) =

el/x . (_1/x2) + e2/x . (—2/.962)

n (el/x + ez/x) el/x + eZ/x
lim —— == [im =
1/x —1/x?
o elV/x 4 2p2/x (GIN e Vx4 92 2
s e M o T
el/X + g4/x e VX +1 1

(® Dividimos numerador y denominador entre e?*).

Por tanto:  [im (e¥* + eX)¥ = o2

b) lim (e'* + e?*)*. Tomamos logaritmos:

lim In (el/x + ez/x)x = lim xn (el/x + ez/x) - (0 . _oo) -
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n (eV/* + 2/%) o el/x 4 pp2/x O 1 + 2el/x
- - = lim —= = [im —=

lim 1/x el/x 4 o2/x 1+ el/x

(® Dividimos numerador y denominador entre e/%).

Por tanto:  [im (eVX + e2/Xy = ol = ¢

CUESTIONES TEORICAS

59

60

La grafica adjunta corresponde a la funcién
derivada, f’, de una funciéon f.

')
1

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f

y di si tiene maximo o minimo. /4 ‘
b) Estudia la concavidad y convexidad de f.

¢Tiene punto de inflexion?
a) Signo de la derivada:

S'<0 />0
' S'2 =0

\ -2 /
Por tanto, la funcién f es decreciente en (—o0, —2)

es creciente en (=2, +00)

tiene un minimo en Xx = —2.

b) Como f'(x) es una recta con pendiente %, entonces [f"(x) = % > 0.

Por tanto, f es una funcion céncava. No tiene puntos de inflexion.

Encuentra una funcién f cuya grafica no sea una recta y en la que existan
infinitos puntos en los que la recta tangente a la graficade f sea y = 1.
f(x) = cos x

Veamos que la recta tangente a f(x) en los puntos de la forma x = 2Tk, con
kOZ, es y=1.

JfQTR) = cos 2TR) = 1
fix) =—=senx - [f'QTR) =—sen 2TR) =0
La recta tangente es:

y=1

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada e
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Sea f(x)=ax + %, con a y b nimeros positivos. Demuestra que el valor
minimo de f en (0, +©) es 2Vab.

N b _ax*-b

fl0=0 - ax*-b=0 - x=4%

S =28

X3
f”( ) >0 - en x= hay un minimo.
f’/(_ ) <0 - en x=-— hay un maximo.

Ademads, [im [f(x) =+ vy [im f(x) =+,

Luego, en x = se encuentra el minimo absoluto de f(x).

Este minimo vale:

f( )=a~ +\/£)/=m/b+b\/a=\/ab+\/ab=2\/ab
a

Es decir, el minimo de f(x) en (0, +o) es 2Vab .

Si la funcion f tiene derivadas primeray segundayes f'(a)=0 vy f"(a) =0,
¢:puede presentar f un maximo relativo en el punto a? En caso afirmativo,
pon un ejemplo.

Si puede presentar un maximo. Por ejemplo:

S =—-x* en x=0 estal que:

£>0 o f1<0 Jl(x0) = —4x3 J(x0) = —12x?

0
/ \ Por tanto: f(0) =0y f"(0) =0

En (0, 0) hay un maximo relativo.

Una funcién f es decreciente en el punto a y derivable en €l
¢Puede ser f'(a) > 0?
¢Puede ser f'(a) = 0?

¢Puede ser f'(a) < 0? Razonalo.

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada e
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Si f es decreciente en x = a y es derivable en €l, entonces ['(a) < 0.
Lo probamos:

/[ decreciente en a - signo de [f(x)— f(a)] #signode (x—a) -
S —fla) _ 0
x—a

X

Por tanto, f'(x) = [lim SO —[(@) <0; es decir: f'(a) <0

)
X - a X —da
Ejemplo: f(a) = —x3 es decreciente en IR vy tenemos que:

%f’(O) =0 (v f(x) es decreciente en x = 0)

/ — _24.2
Jie) = —3x /'(0) <0 para x#0

Si la derivada de una funciéon f es positiva en el punto x = 0, es decir,
f'(0) > 0, ¢para qué valores de h se puede afirmar que el incremento
S(h) —f(0) es negativo?

£ = i LD=LD 5

h-0

- signo de [f(h) - f(0)] =signode h (para h “préximo a cero”)

Luego, si f(h) — f(0) <0, ha deser h<O0.

La funciéon [x[J (valor absoluto de x), ¢presenta un minimo relativo en al-
gin punto? ;En qué puntos es derivable? Razénalo.

oL COwsi x<0 .. 1 six<0
SO0 = |x| O sixso 7970 G xso

f(x) no es derivable en x =0, pues f/(00) =-1#% /(0" = 1.
Por tanto, f es derivable para x # 0.

x| Pero f(x) presenta un minimo relativo en x =0,
yo pues f(0) =0 < f(x) si x# 0. De hecho, es el
1 minimo absoluto de f(x).

-1 1

En la ecuacion de la recta y = mx + b, explica como se determinarian los
nameros m y b para que sea tangente a la grifica de la funcion y = f(x)
en el punto en que esta tiene de abscisa p.

La ecuacion de la recta tangente a y = f(x) en x=p es:
y=fP) +f' (P (x—p); es decir:
Y=o x+1fp)-p- [Pl
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Por tanto, si la recta es y = mx + b, tenemos que:

m= [y b=fp)-p- [P

Un polinomio de 3¢ grado ax3 + bx? + cx + d tiene un miximo relativo en
el punto x = p. Ese maximo relativo, ;puede ser maximo absoluto de la fun-
cion? Razonalo.

Un polinomio de tercer grado 7o tiene maximo absoluto.
Veamos por qué:
e Si f(x) =ax?+bx*+cx+d, con a>0, entonces:

lim f(x) =+ - f(x) no tiene maximo absoluto.

X — +00

°Si f(x)=ax3+bx>+cx+d, con a<0, entonces:
lim f(x)=+0 - f(x) no tiene maximo absoluto.

X - —0

Si la derivada de una funcién f es positiva para todos los valores de la va-
riable, ;puede haber dos nimeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b)?
Razoénalo.

No es posible, si la funcién es derivable (y nos dicen que lo es, pues f'(x) >0 pa-
ra todo x).

Lo probamos por reduccién al absurdo:
Supongamos que existen dos nimeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b).

Sf(x) es derivable para todo x. Por el teorema de Rolle, habria un punto ¢, en el
que f'(c) = 0.

Esto contradice el que f'(x) >0 para todo x.

Si f"(x) >0 paratodo x del dominio de f, ;qué podemos decir de la grafi-
cade f?

Serd una funcién céncava.

De una funciéon f sabemos que f'(a) =0, f"(a) =0y f"(a)=5. ¢{Podemos
asegurar que Jf tiene maximo, minimo o punto de inflexion en x = a?

[ tiene un punto de inflexion en x = a.
Veamos por qué:
["™a)=5>0 - f" escreciente en x = a.

Como, ademas, f"(a) =0, tenemos que f"(x) <0 alaizquierdade a y f"(x) >0
a su derecha. Es decir, f(x) cambia de convexa a concava en x = a.

Por tanto, hay un punto de inflexion en x = a.

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada e



Si f'(a) = 0, ¢cual de estas proposiciones es cierta?
a) f tiene maximo o minimo en x = a.
b) f tiene una inflexién en x = a.

c) f tiene en x = a tangente paralela al eje OX.

Si f'(a) = 0, solo podemos asegurar que [ tiene en x = a tangente horizontal
(paralela al eje OX).

Podria tener un maximo, un minimo o un punto de inflexiéon en x = a.

Por tanto, solo es cierta la proposicion c).
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f(x) es creciente en x = a

Si y = f(x) es una funcion creciente en x = a, ¢se puede asegurar que
g(x) =—f(x) es decrecienteen x=a?

/(0 — f(a) >0
xX—a '

Como g(x) = —f(x), tenemos que:

g —gl@ _ —fx) +fla) =_(f(X) —f(a))<0

X—d X—a X—d

- g(x) es decreciente en x = a

Se tiene la funcion:

si 2<x<-1

® 8=

J(x) =

¥
|
W

si-1<x<0

e o

(S}

Prueba que f satisface la hipétesis del teorema del valor medio en [-2, 0] y
calcula el o los puntos en los que se cumple el teorema.

e Veamos que f(x) es continua en [-2, O]:

— S8i x#-1 - f(x) es continua, pues esta formada por dos funciones continuas.

— Si x=-1:
lim f(x) = lim (l) =-1 %
x - -1 x - —-1\X
O
_ _ x2-3 0 .

lim f(o) = lim [=———=|=-10 f(x) escontinua en x=-1
x - 1" x - -1 2 O
0
f(l) =-1 0

— Por tanto, f(x) es continua en [-2, 0].
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e Veamos que f(x) es continua en [-2, Ol:
— S8i xZ-1y x0(=2,0), / esderivable. Su derivada es:
-1
f’(x) — xZ

x si —-1<x<0

si 2<x<-1

— En x=-1, tenemos que:
S = -1 = (1)
Por tanto f(x) es derivable en (-2, 0).

— Su derivada es:

-1
S =2

X si -1<x<0

si 2<x<-1

e Como f(x) cumple las hipétesis del teorema del valor medio en [-2, 0], existe

e » ’ ooy - JO =f(=2) _ 3/2-(1/2) _ -1
algtn punto, ¢ 02, 0) tal que f"(¢) )] 3 >
Calculamos ¢:
— [ =1 si 2<x<-1
x
) _x=—V2 02,-D

-1 2 v
2 2 ME2Y 4-v2 D@2 -D

— [l =x si —-1<x<0

1
-2 0«1
5 (-1, 0)

— Por tanto, hay dos soluciones:

1 J—
Q=-3 c,=-V2
74  ;Es posible calcular a, b, ¢ para que la funcion:

f(x)=E5x+1 si x<1
Oax?+bx+3 si x21

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, c]?
e Calculamos ay b para que f(x) sea continua y derivable.

e Continuidad:
—Si x#1 - f(x) es continua, pues esta formada por dos polinomios.

— En x =1, tenemos que:

Unidad 10. Aplicaciones de la derivada 6



lim f(x) = lim Gx+1)=6
x -1 x -1
Para que sea continua, ha de ser:

17 = Ii 2+bx+3)=a+b+
xlj’ﬂff(.X) xzin](ax w3 s 3 a+b+3=0, esdecir, a+b=3.

fD=a+b+3

e Derivabilidad:
s si x<1

—S8i x#Z1 - [f(x) esderivable. Ademas: ['(x) = EZax+ bosi x> 1

— En x =1, tenemos que:

"(17) = O
?El i Z b% Para que sea derivable, ha de ser: 2a+b =5
1(1%) = 2a +

e Con las dos condiciones obtenidas, hallamos a y b para que f(x) sea continua
y derivable:
a+b=30 pb=3_-q
2a+b=50 2a+3-a=5 - a=2 - b=1

e Con estos valores de a y b, queda:

Usx + 1 si x<1 Us si x<1

f(X)=52x2+x+3 si x>1 j(X)=E4X+1 st x21

f'(x) >0 paratodo x OR - f(x) escreciente — No existe ninglin valor
de ¢ tal que f(0) = f(c) - No existe ningin ¢ tal que f(x) cumpla las hi-
potesis del teorema de Rolle en [0, c].

La funcion y = x3—5x% + 3x—2, ;cumple las hipétesis del teorema del valor
medio en el intervalo [0, 4]?

En caso afirmativo, di cual es el x;, que cumple la tesis.

J(x) = x3 —5x% + 3x— 2 es continua en [0, 4] y derivable en (0, 4); luego cum-
ple las hipétesis del teorema del valor medio en [0, 4].
Veamos en qué punto, o puntos, cumple la tesis:

F10 =3x*—10x + 3

FA - fO) _ —6-(2) _ —6+2

4-0 4 7 !

Slo=-1 - 3x2-10x+3=-1 - 3x2-10x+4=0

_10+V100-48 _ 10+V52 _ 10£2V13 _ 5%V3
6 6 6 3

5-V13 v _5+V13

Hay dos puntos: x, = 3 X, 3
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a) Si es posible, dibuja la grafica de una funcién continua en el intervalo
[0, 4] que tenga, al menos, un maximo relativo en el punto (2, 3) y un mi-
nimo relativo en el punto (3, 4).

b) Si la funcioén fuera polinémica, scual ha de ser como minimo su grado?

a) Por ejemplo:

1 / 2 3 4
b)Si f(x) es derivable, para que sea posible lo anterior, debe haber, al menos, otro
maximo y otro minimo.

Por tanto, la derivada se anularia, al menos, en cuatro puntos. Luego la funcion,
si fuera polinémica, tendria, al menos, grado 5.

¢Puede existir una funcion f definida en el intervalo I =[0, 5] continua en
todos los puntos de I, que tenga un maximo local en el punto x = 3, pero
que no sea derivable en x = 3?

Si. Por ejemplo:
e f(x) es continua en [0, 5].

e e f(x) no es derivable en x = 3, pues

S # f1(3D).

e f(x) tiene un maximo en x = 3.

Comprueba que f(x) = x3—18x, definida en el intervalo [0, 3\/5], verifica
las hipétesis del teorema de Rolle y encuentra el valor ¢ D(O, 3 \/E) para el
que f'(c)=0.

f(x) = x3 — 18x es derivable en todo IR; por tanto, es continua en [0, 3V2] y de-

rivable en (0, 3V2).
Ademas, f(0) = f(S\/a) = 0. Luego, verifica las hipotesis del teorema de Rolle en
[0, 3V21.
Existe, pues, un ¢ (0, 3V2) tal que f'(c) = 0.
_ =—v6 0(0, 3V2)
’ p Y - 2 _ — R - — X _ ’ _
Lo calculamos: f'(x) = 3x* - 18 =0 x i\/6\x=\/6 000, 3v2)

Por tanto, ¢ = V6.
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La funcion f(x) = [lcos x[] toma en los extremos del intervalo [0, 1] el valor
1. ¢Cumplira el teorema de Rolle?

Oeosx  si 0 <x<T102

Sfo =10

) es continua en [0, T
[Fcosx si TW2<x<T

Ademas, f(0) = /(D = 1.
La derivada de f(x), si x# g es:

’ El—senx si 0<x<TV2
f(x)_Dsenx si TV2<x<T

- m* . T
Como f’ 5= -1 z f 5" 1, f(x) no es derivable en x = 5 (o, m.

Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (0, TD; y no podemos aplicar el
teorema de Rolle.

Calcula a y b para que:

Uax—3 si x<4
(x)=0
4 O-x2+10x—b si x>4

cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [2, 6]. ;D6n-
de cumple Ia tesis?
¢ Continuidad:

— Si x#4 - [f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x =4, tenemos que:

lim f(x) = lim (ax—-3) =4a-3
X - 4

x -4 Para que sea continua, ha de ser:

lim (0 = lim (—x%+ 10x—b) =24 — b[] 4a-3 =24 - b, es decir:
v v da+b=27
fd)=24-b

e Derivabilidad:

— S8i x#4 - [f(x) es derivable. Su derivada es:

/ Ea st x<4
SO0 = Dok 10 si x> 4
— En x=4:
(4-) = g O
U +) “0 Para que sea derivable, ha de ser: a = 2
J'@H =20
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e Uniendo los dos resultados obtenidos:

4da+b=270 a=2
O
a=2 0 b=19
e Portanto, si a=2 vy b=19, se cumplen las hipétesis del teorema del valor me-
dio en el intervalo [2, 6].

En este caso, quedaria:

EZx—ﬁ si x <4 , BZ si x <4
JOO= 2 2 0x—19 si a2 4 SO0 0x+ 10 si x> 4

e Veamos donde cumple la tesis:

SO -f2 _5-1 =i=1
6-2 4 4

2x+10=1 - x=%D(2,6)

La tesis se cumple en ¢ =

o

81 Sea f(x)=1-x%/3,

Prueba que f(1) = f(-1) = 0, pero que f’'(x) no es nunca cero en el interva-
lo [-1, 1]. Explica por qué este resultado contradice aparentemente el teore-
ma de Rolle.

Fix) = :_27 - No existe f"(0)

3\/x

Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (-1, 1); y no podemos aplicar el
teorema de Rolle.

82 Sea f una funcién continuay derivable tal que f(0) = 3. Calcula cuanto tie-
ne que valer f(5) para asegurar que en [0, 5] existe un ¢ tal que f'(c) = 8.

Si f(x) es continua en [0, 5] y derivable en (0, 5), por el teorema del valor me-
dio, podemos asegurar que existe ¢ (0, 5) tal que:

o - SO =[O
o) S0

[ =3 _ f5)-3

E t [ =
n este caso: [f'(¢) 5-0 5

=8 - [f(5)=43

83 cCalcula a,b y c para que la funcion:

f(x)=%x2+ax+b si x<2
Oex +1 si x=>2

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. ¢En qué punto
se cumple la tesis?
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e Continuidad:
— S8i x#2 - [f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x =2, tenemos que:

lim f(x) = lim (x> +ax+b)=4+2a+0b
r-2 -2 Para que sea continua, ha de
lim _f(x)= lim (cx+ 1) =2c+1 ser 4+2a+b=2+1;

X2 o2 es decir: 2a + b—2c=-3

f2)=2c+1

e Derivabilidad:
— Si x%#2 - f(x) es derivable. Ademais:

Dx+a si x<2

(o) =0
S ¢ si x> 2
— En x=2:
(27) = 4 D
S ten Para que sea derivable, ha de ser: 4 +a = ¢
fleH=c
e f(0)=10b E b dcs 1
= 4¢c+
f&) =4c+1Q ¢
e Para que se cumplan las hipotesis del teorema de Rolle en [0, 4], ha de cumplir-
se que:
261+b—26=—3% a=-3
4+a=c 0 b=5
b=4c+1 % c=1

En este caso, seria:

, EZX—S si x<2
S0 = ol si x> 2

y se cumplirian las hipotesis del teorema de Rolle.
e Veamos donde se cumple la tesis:

=0 - 2x-3=0 - x=%|](0,4)

Por tanto, la tesis se cumple en x =

o [0

84 Enuncia el teorema de Rolle. ;Es posible asegurar, utilizando dicho teore-
ma, que la funcion f(x) = sen(x?) + x? es tal que su derivada se anula en al-
guin punto del intervalo [-1, 1]? Justifica la respuesta.
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e Teorema de Rolle: Si / es una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b)
con f(a) = f(b), entonces existe algin punto ¢ O(a, b) tal que f'(c) = 0.
e Si f(x) = sen (x?) + x?, tenemos que:
— Es continua en IR; vy, por tanto, en [-1, 1].
— Es derivable en IR, f/(x) = 2x cos (x?) + 2x; y, por tanto, en (-1, 1).
— Ademis, f(-D = /(1) =(sen 1) + 1.
Luego, cumple las hipétesis del teorema de Rolle.

Por tanto, podemos asegurar que existe ¢ (=1, 1) tal que f'(¢) = 0.

En cada uno de los ejemplos que se dan a continuacion, es f(a) = f(b) vy, sin
embargo, no hay ningin nimero z [l(a, b) parael que sea f'(z) = 0.

Explica, en cada caso, por qué el ejemplo no va en contra del teorema de Rolle.

a) f(x) = é, [a, b] = [-2, 2] b) f(x) =1 -0, [a, b] =[-1, 1]

a) f(x) no es continua ni derivable en x = 0 (=2, 2), pues no estd definida en
ese valor.

Ol +x si -1<x<0 01 si -1<x<0

b) f(x) = U S =10
ol -

x si 0sx<1 -1 si 0<x<1

S no es derivable en x =0 O(-1, 1); puesto que f(00) =1 # /(0" = -1.
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86 Calcula b para que f(x) = x3—4x+ 3 cumpla las hipétesis del teorema de
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Rolle en el intervalo [0, b]. ;Dénde cumple la tesis?

f(x) es continua y derivable en IR; por tanto, es continua en [0, ] y derivable en
(0, b), cualquiera que sea el valor de b.

Para que cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en [0, ], ha de tenerse que

SO = f(D).

S0 =3 O b5 dbs3- b3 db =
Jby = b3 —dp+3pg TAPTITS = bRmab=0

/ b =0 (no vale)

b(b2—4)=05—— b =-2 (no vale)

N

(Como consideramos el intervalo [0, bl, ha de ser b>0).

Por tanto, el teorema de Rolle se cumple en [0, 2].



Veamos donde cumple la tesis:

,f/(x)=3x2—4=0 — x2=% — X =+

2 _2V3

La tesis se cumple en ¢ = (0, 2); es decir, ¢ =

v3 3

PARA PROFUNDIZAR

87 Si de un disco metalico quitamos un
sector circular, podemos construir ‘
Q

un vaso cénico. R R
Determina el sector circular que de-
bemos quitar para que el volumen
del vaso sea maximo.
/ longitud = 232%?
) R

e Longitud de la circunferencia de la base del cono:

[ omr- 2TRA_ Ra

360 360

e Altura del cono: h = VR? — 72 = = %\/129600 —a?

e Volumen del cono:

po Mpop o TR R 455600 — o = E(L)3V129600a4 —ab
3 3 3602 300 3\ 360

e Hallamos o para que el volumen sea maximo:

R )5 51840003 — 60°
360 271296000 — a®

Tt
V! =
(o) 3 (

V(@) =0 - 51840003 —6a® =0

a=0
603(86400) — 02 =0 /a = 293° 56' 20"

- ~293° 56' 20"
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El maximo se alcanza en a = 293° 56' 20" (la derivada es positiva a su izquierda
y negativa a su derecha, y estamos considerando x entre 0° y 360°).

Asi, el cono tendra radio r = RT% y altura h = RT\/S
s T
Su volumen seria #

88 Las manecillas de un reloj miden 4 y 6 cm y, uniendo sus extremos, se forma
un triangulo. Determina el instante entre las 12 h y las 12 h 30 min en el que
el area del triangulo es maxima.

[ ¢Qué dngulo recorre la aguja boraria en t minutos? ;Y el minutero? ;Cudl es el
dngulo que forman entre las dos en t minutos?

e La aguja horaria recorre un dngulo de 360° en 12 horas; es decir, 0,5° en 1 minu-
to; o bien 0,57° en ¢ minutos.

e El minutero recorre 360° en 1 hora; es decir, 6° en 1 minuto; o bien 6¢° en ¢ mi-
nutos.

e Al cabo de ¢ minutos, las dos agujas formaran un dngulo de a = 61° - 0,51° = 5,51°.

e El area del tridngulo sera:

§
. . W
drea = 20 szn G5 _ 15 sen (5,5t)
60
A) =12 sen (5,5t) "

e Hallamos el maximo de A(2), teniendo en cuenta que ¢ (0, 30) (pues estamos
considerando entre las 12 h y las 12 h 30 min):

£

™
A)=12-55-cos(5,5t) =0 - 55t=90 - t=

\O

0

)

\N
N

= 16,36 = 16 minutos y 22 segundos

) (Si igualamos 5,5¢ a un dngulo mayor de 90°, obtenemos ¢> 30 min).

(En 1= 16,36 minutos hay un maximo, pues la derivada es positiva a su izquier-
da y negativa a su derecha).

Por tanto, el tridngulo de drea maxima se forma a las 12 h 16 min 22 segundos.

89 Comprueba que, en la funcion de proporcionalidad inversa f(x) = %, se tie-
b) —
ne que el punto ¢, que cumple f'(¢c) = %, es, precisamente, la me-

dia geométricade a y b, c=Vab.
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N —kR
f(C)—Z
kR ka — kb
SO -fla _ b a _  ab _ —k(b-a) _ -k
b-—a b-—a b-a abb—-a)  gb

(Suponemos k>0, a>0, b>0).

I

c=Vab

90 Calcula el valor de k para que la expresion lim (e* + kx)V* seaiguala e*.

x -0

lim (e* + kx)V*, Tomamos logaritmos:

x G x
lim In (X + ka)V* = [im In(e® + kx) C lim <~ k

_1+k

=1+k

e¥ + kx
) Hemos aplicado la regla de L’'Hopital.

Por tanto:  lim (e* + kx)V/¥ = g1t

Para que sea igual a e* ha de ser:

€1+x=€4 - 1+k=4 - k=3

91 En una circunferencia de radio r se traza la tangente en un punto cualquie-
ra C yunacuerda AB paralela a dicha tangente. Obtenemos, asi, un trian-

gulo ABC cuya area queremos que sea la mayor posible.

3

Demuestra que, para ello, la distancia de C a la cuerda debe ser > del radio.

e La altura del tridngulo ha de ser mayor

t i)

que el radio, pues, si trazamos la cuerda
por A’'B’, podemos conseguir otro trian-
gulo con la misma base, AB, y mayor al-
tura; y, asi, con mayor area.

e Expresamos el area del tridngulo en fun-
cion de x:

altura = x+r

base = 2 O _
24 >0~ base =2Vr? - x?
y = iz — 52 0

20+ NV 2 — x?
2

Area =

=(x+ PNV —x?

A = (x+ »HVri—x?; x 00, »
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e Obtenemos el valor de x para el que A(x) alcanza el maximo:

A = Vo + (et 1) 2x  _rP-xt-x+n _
N2 — &2 Vi - 2
_rrextoxtomx _ 2xt P
Vi — x2 Vi — &2

0 - =2x2—rx+7r:=0

A'(x)

raVrr+ 872 _ rxVor2 _ rs3r _—x=-r (novale

—4 —4 —4 T~ x==2r/-4=1/2

(En x = hay un maximo, pues A'(x) > 0 a la izquierda de este valor y

r
2
A'(x) <0 a su derecha).

¢ El maximo se alcanza en x = % Por tanto, la distancia de C a la cuerda, que
es la altura del tridngulo, es:
h=p+ =30
2 2

e Observacion:

Vamos a calcular la longitud de los lados del triangulo:

- P B
AB = base = 2Vr* — x? =2-\/72_% - V3

J— 2 2 2 .
AC=BC = V)2 —Ih? = -\/(72—x2)+(3—;) =-\/72—%+% = V3

Por tanto, hemos obtenido que el tridngulo inscrito en una circunferencia que
nos da el drea maxima es el tridngulo equilatero.

De la funcién f(x) definida y
en [-3, 3] se conoce su grafica,
dada por:

a) Estudia la continuidad de la funcion.
b) Estudia la derivabilidad de la funcion.

c) Dibuja razonadamente la grafica de f'(x).



a) La funcién es continua en todo su dominio, excepto en x = 1; puesto que:
lim f(x) =20
x - 1" 0
O En x =1 hay una discontinuidad de salto finito.
lim f(x) = 1%

x -1

b) La funcién es derivable, exceptoen x=0 yen x = 1.
En x =0 hay “un pico”; es decir, f"(07) # f"(0").

En x =1 no es continua la funcion; por tanto, no puede ser derivable.

c) Y

o1

e

PARA PENSAR UN POCO MAS

93

En una semicircunferencia de diametro

AB = 2r se traza una cuerda CD paralela a C D
AB. ¢Cual debe ser la longitud de esa cuer-

da para que el area del trapecio ABDC sea

maxima?

A B

e Llamamos x a la mitad de la base CD; es
decir, a la mitad de la longitud de la cuerda.

=3

R

e La altura del trapecio sera:

A r r B h = V#? - x?

e El area del trapecio es:

Qr+2x)-h
2

Ao = (r+x) - Vit —x%, x 0, »

Area = =(r+x) - h=0+x - Vr2-x?

Esta funcion es la misma que obtuvimos en el ejercicio 91; por tanto, alcanza el

. r . Lo
maximo en x = — (ver dicho ejercicio).
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e Asi, la longitud de la cuerda es 2x = 7; es decir, CD = r.

Observacion:

Si completamos la figura de forma simétrica,
obtenemos un hexagono de area maxima ins-
crito en una circunferencia. Veamos que se
trata de un hexagono regular:

Luego el lado del hexdagono es r, igual al radio de la circunferencia.

Por tanto, el hexagono inscrito en una circunferencia que nos da el area maxima es
el hexagono regular.

94 En la figura del problema anterior, llama-
mos E al punto medio del arco CD vy di-
bujamos el pentagono ACEDB. Calcula la
longitud de la cuerda CD para que el area
del pentagono sea maxima.

A B

e Llamamos x a la mitad de la longitud de la
cuerda CD.

e El area del pentagono es igual a la suma de
las areas del trapecio CDBA vy del tridngulo
CDE:

h = Vr? - x?

drea = (21’+§x)~h + 2x~(;—h)

= x =2 + V2o x2 4 xr— P X% = xr+ eV —x? = rlx o V2 = X2

Ax) = r[x+ V2 —x%], x 00, »

=(r+x) V2 —x2 + x(r=Vr2—x2) =

e Hallamos el maximo de A(x):

1+ A

A

_ [\/rz—xz—x]
=

Ax) =0 - Vrri-x?2-x=0 - Vrr-x*=x

_ _
r
rP-x?=x> -5 rr=2? o x=_\/7=r\2/2
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(No consideramos la raiz negativa, pues x (0, 7).

V2
2
A'(x) <0 a su derecha).

(En x =

hay un maximo, pues A'(x) > 0 a la izquierda de este valor y

e El maximo se alcanza en x = r_\/Z; es decir, la longitud de la cuerda para la que

obtenemos el drea maxima es CD = rV2.

Observacion 1:

Si completamos la figura anterior de forma si-
métrica, vemos que obtenemos un octégono
regular:

2/2 _ \/_E

p > — C(=4S

sen o =

PN
es decir: EOD = 45°

Ademas:
AN N PR
LEOC = EOD - EOC = 45°
HPN PR
ODOB = 90° — EOD = 45°
0~ Y
0COA = 90° — EOC = 45°
y OA=0C=0OE=0D=0B=r
Por tanto, se trata de un octégono regular.
Asi, hemos obtenido que el octégono inscrito en una circunferencia que nos da el
drea maxima es el octégono regular.
Observacion 2:

En el ejercicio 91 obtuvimos el resultado para un tridngulo, en el ejercicio 93 para
un hexagono y en este ejercicio para un octogono.

En general, se tiene que el poligono de 7 lados inscrito en una circunferencia que
nos da el drea maxima es el poligono regular de 7 lados.
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REPRESENTACION
DE FUNCIONES
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Descripcion de una grdfica

1. = Copia en tu cuaderno los datos encuadrados en rojo. A partir de ellos y sin
mirar la grafica que aparece al principio, representa esta funcion sobre
unos ejes coordenados dibujados en papel cuadriculado.

(La solucion esta en el propio ejercicio).

2. Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y representa una curva,
lo mas sencilla posible, que cumpla las siguientes condiciones:

e lim f(x)=-—w

X - —00

lim f(x)=2

X - +o0

lim f(x)=-—o
X - 27

lim f(x)=+o

x - 2%
*f(0)=4; f(0)=0
* f(-5) =05 f(1,75) =0

e f" es derivable en todo R, salvoen x = 2.
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3. Describe, con la menor can-
tidad de datos y de forma si-
milar a la de los apartados
anteriores, la siguiente fun-
cion: \

-

e lim f()=-1 A

o lim f(x) =—o - \

A

o lim f(x) =+

P

e lim [(x)=+c

e f(-9) =0; f(0)=0; f(8 =0
e f7(0) =0
o f(d)=4; (D=0

4. Representa sobre unos ejes en papel cuadriculado una grifica inventada por
ti. Describela en papel aparte. Dale la descripcion a tu compafiera o compaiie-
ro para que la represente.

Representa ti la suya.

Comparad cada representaciéon con la curva original. Discutid las diferencias
que observéis.

¢Hay algun error en la representacion?
¢Hay, acaso, error en la descripcion?

¢Es todo correcto?

4\ Por ejemplo:
\ e lim [f(x)=-0; [im f(x)=2
e lim [f(x)=-0; [im [(x)=+00
) T e fh =0 e =0
¥ /
\NP4 < /() =0; f(D=0
7N Fo-1
/
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5. Observa esta grafica: ik A A i A7 i
I I\ I\ I\ Il I
JIA 1A 1A 1A I [
] 1\ |1\ |1\ |1\ |1\ ]\

e Halla la ordenada para las siguientes abscisas:

x=0, x=1, x=3, x=-7, x=12,
x=-400, x =13, x=-199

¢ ¢:En qué puntos no esta definida esta funcion?

¢ ;Qué tramo de la funcion te bastaria conocer para hacerte una idea exacta de
como es la grafica?

¢ ;Te sugiere esta curva algin tipo de simetria o periodicidad?
SO =0; (D=1, f[BO=1; [(D=1
f2) =0; f(=400) = 0; f(13) =1; f(=199) =1

(En general, f(4k) =0; f(4k+ 1) = f(4k—1) =1 y no existe f(x) en x=4k+ 2,
con k02Z).

e La funcion no esta definida en los puntos de la forma x =4k + 2, con k0Z.

e Bastaria con conocer la funcion para x 0 [0, 2), si supiéramos que es par y que es
periodica de periodo 4.

e Simetria - Es una funcion par (simétrica respecto al eje Y).

Periodicidad - Es periddica de periodo 4.
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1. Halla el dominio de estas funciones:

3x3+5 x3+ 2x
a)y=x3-5x2+7x+ Py=———"— Qy=-"-°""2
Jy=a3-5x2+7x+3 )y _sx+4 )y i1
a) D=R
- _ _5+V25-16 _5+V9 _5+3 _—x=4
b) x*=5x+4=0 - x > 3 T x-1
D=R-1{1, 4)
o x?+1#20 paratodo x - D=R
2. Halla el dominio de:
N, X
a)y=Vx?-2x b)y=m(x*+1) Ay=m(x%-1) d)y=e—2
x

a) x2-2x20 - D=(=00, 0]UI2, +o)
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b) x>+ 1>0 paratodo x - D=R
A x*=1>0 - D=(-o0o -DUU, +w)

d)x2=0 — x=0 — D=|R—{O}
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3. Halla las posibles simetrias y periodicidades, di donde son continuas y donde
derivables:
X3

x%2-1

a)y=3x%-5x2-1 b)y = Vx?-2x Ay=

x3-1
x2

d) y= e)y=senx+1/2 (sen 2x)

a) f(—=0) =301 -5(02-1=3x"-5x2 -1 =f(%)
Es una funcion par: simétrica respecto al eje Y.
No es periodica.

Es continua y derivable en R.

b) Dominio = (—oo, 0] U [2, +00)

J(=x) = Vx? —2x. No es par ni impar; no es simétrica respecto al eje ¥ ni res-
pecto al centro de coordenadas.

No es periodica.
Es continua en su dominio.

Es derivable en (=00, 0) U (2, +00).
o) Dominio =R —{-1, 1}

—x3

S0 =

T = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
x p—
No es periodica.

Es continua y derivable en su dominio.
d) Dominio =R — {0}
—x3 -1 . o . .
S0 = ——— No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni respec-
x

to al origen de coordenadas.
No es periodica.

Es continua y derivable en su dominio.
e) Dominio = IR

Sf(=0) = sen (=) + % (sen (—2x)) = —sen x — % (sen (2x)) = —f(x)
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Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
Es periodica de periodo 2TU

Es continua y derivable en IR.
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4. Halla las ramas infinitas de:

a)y=3x5-20x3 b)y= ot Ay= _x
x2-1 (x —2)?
d)y=Vx?-2x e)y=m(x*+1) fy=2x"1
a) y=3x>—20x3 [
o lim [f(x)=-o ‘
Ramas parabdlicas
e lim [f(x)=+c ,/ ‘
4
X
b) y=
Y x? -1
e Dominio = R — {-1, 1}
0
o lim f(x)=+0; [im f;_x) = _OOE
- E Ramas parabdlicas
e lim [f(x)=+c; [im _fx = +o0 [
X a
o lim [f(x)=+0; [im [f(x)=—-00 E
O Asintotas verticales: x=-1; x =1
e Jim f(x)=—0;, [im f(x)=+c E

x5 x5
o y= = =x+4+——"
(x—2)2 x%2-4x+4 X2 —4x+4

e Dominio = IR — {2}

e lim [f(x)=-0; [im [(x)=+cw

»=Xx+4 esuna asintota oblicua.

12x — 16 - %f(x)—(x+4)>0 si x - +00
X2 —4x+ 4 ) —(x+4 <0 si x> -
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e lim f(x) =+

0
|
0 x =2 es asintota vertical
lim f(x) = +00 J
0

A
a7
, 12
e :
d) y=+Vx?-2x
e Dominio = (—oo, 0] U [2, +0)
e lim [f(x) =+
2_
lim & = lim u =-1 - Hay asintota oblicua.
X x
lim [fGo+x]= Iim [Vx*—2x +x]= lim [Vx2+2x —x]=

(Va2 + 2x — x) (Ve + 2x + x) _

= [lim
(Vx? + 2x + x)
_ x2 + 2x — x? 3 2x 2
= gy e X g, X o2
Va2 + 2x + x VxZ+2x+x 2

y=-x+1 esuna asintota oblicua cuando x — —oo.

o Ilim [f(x)=+m

lim lim ————=1 - Hay asintota oblicua.

X

J@ Va? —2x
X

lim [fGo—x]= tim [Va?-2x—x]=

(Va? —2x —x) (Va2 —2x + x) _

lim

(Vx? = 2x + x)
2_2 _ A2 _
= g XX e 2 -1
Va2 - 2x + x Va2 = 2x + x

y=x—1 esuna asintota oblicua cuando x — +oo.

e No hay asintotas verticales.
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e Posicion de la curva respecto a
las asintotas:

f) —(=x+1)<0 si x - —o0 1 //
SO —(x-1<0 si x > +0 | -
e y=mhkx*+1)
e Dominio = IR
e lim [f(x)=+oo 0
0
2
iim L o gy 2D 2 o
X x x?+1 0
0 Ramas parabdlicas
o lim f(x)=+e .
O
| 2 O
iim L o gy G2 D 2 g
X x2+1 O
e No hay asintotas verticales.

-~ ‘ —

f) y=2¥-1>0 paratodo x.
e Dominio = R

e Iim f(=0 -

J 0

e [im [f(x)=+0; [im

e No hay asintotas verticales.
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5. Halla los puntos singulares y los puntos de inflexion de:

a)y=x3-6x2+9x+5

a) y=x3—-06x%+9x+5. Dominio= IR

o f1(x) =3x%—12x+9

Unidad 11. Representacién de funciones

b)y=m(x*+1)

» =0 es asintota horizontal cuando x — —oo.



e fl0)=0 - 3x?-4x+3)=0
x=4i\/16—12=4i\/2 442 __—x=3
2 2 2 T—x=1

Signo de f"(x):
/>0 /<0 />0

Hay un maximo en (1, 9) y un mini-

P mo en (3, 5).

e [1(x) = 6x— 12
.f//('x)=0 S5 6x—12=0 -5 x=2

Signo de f"(x):
f”< O f//> 0

N

b) y = n(x?+1). Dominio =R

Hay un punto de inflexién en (2, 7).

.f’(x) = 2

x2+1
f’(x)=0 — 2x=0 — .X'=0

f"(x) <0 para x < 0U -
1) >0 para x> 0% Hay un minimo en (0, 0).

2 — o 2 42 D2
.f,,(x)zz(x +1) —2x - 2x _ 2x°+2—4x" _ 2x°+2

(xz + 1)2 (xz + 1)2 (xz + 1)2

x=-1
’ - 942 _ . 2 _ _—
S =0 - 2x°+2=0 X 1\x=1

Signo de f"(x):
f‘//< 0 -f//> 0 -f//< 0

Hay un punto de inflexion en (-1, /n 2)

/\ - v ! /\ y otro en (1, In 2).

6. Halla los puntos singulares de:

2
a) y=3x5-20x3 b)y=

x2-1
X3

o

d)y=Vx2-2x

a) y = 3x>—20x3. Dominio = IR
f1(0) = 15x% — 60x2
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x=0

FO=0 - 15x2G2—4) = 0 < x=—

x=2
Signo de f"(x):
/>0 /<0 /<0 />0
-2 0 2
Hay un maximo en (=2, 64), un minimo en (2, —64), y un punto de inflexién en
(0, 0.

2
b) y= zx . Dominio = R - {-1, 1}
x

) = 2x(? - D —x?-2x _ 2x3 —2x-2x3_ 2x
(x? = 1D? (x? = D? (x? = D?

=0 - 2x=0 - x=0
Signo de f"(x):

>0 S>0 JS'<0 S'<0
an . ' Hay un maximo en (0, 0).
) X' pominio - R (2]
o) y=—>—— Dominio = -
R

1) = 3t (x —2)* —a% - 2(x—2) _ 3x%(x—2) —2x3 _
(x—2)* (x -2

o 3xd—6oxr—2x3 _ x3—06x?

(x—2)3 (x—2)3

x=0

4 = N 2 _ — /
fx=0 x*(x—0) 0"_ . _¢

Signo de f"(x):
>0 >0 f'<0 >0
6
/ 0 / 2 \ /

Hay un punto de inflexiéon en (0, 0) y un minimo en (6, %)

d) y = Vx? = 2x . Dominio = (=00, 0] U [2, +00)
2x-2  _  x-1

"(x) = =
S 2Vx2 —2x  Va?-2x

=0 - x-1=0 - x=1U0 Dominio.

No hay puntos singulares.
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1. Representa estas funciones:

a)y=x*—8x2+7 b) y = 3x% + 4x3 — 36x2 O y=x*—4x3_2x2+12x

a) y=xt-8x2+7
¢ Simetrias:
J(=x) = x* = 8x% + 7 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e Ramas infinitas:

lim f(x) =+00; [im [f(x) = +oo

e Puntos singulares:

S0 = 4x3 — 16x

x=0
1 = N 2 _4) = 4 = _
S0 =0 4x(x* — 4) O\ ;= 22

Puntos singulares: (0, 7); (=2, -9); (2, -9)

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 - y=7 - Punto (0,7)
—Coneleje X - p=0 - x*-8x*+7=0

2o 8xV64-28 8+V36 _8+6 _—x=7 - x=zxV7
2 2 2 T—x?= - x=z1
Puntos: (=V7,0); (=1, 0); (1, 0); (V7, 0)
¢ Puntos de inflexion:
S = 12x? - 16 B
f”(x)=0 — 12.96'2—16:0 — _x2=% S5 X =+ =4 2\5/5
Puntos (— m, ﬁ) (m7 ﬂ)
3 9 3 9
e Grafica:
.

a6}

Unidad 11. Representacién de funciones



b) y = 3x% + 4x3 — 302

e Simetrias:
J(=x) = 3x* — 4x3 — 36x%. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje
ni respecto al origen de coordenadas.

¢ Ramas infinitas:

lim f(x) =+c;  [im f(x) = +oo

e Puntos singulares:
F1x0) = 12x3 + 12x% — 72x
x=0

_1xV1+24 _ 155 _—X=2
2 2 T~ x =

=0 - 12x(x2+x_6)=0<

Puntos: (0, 0); (2, —=64); (-3, —189)

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 - p=0 - Punto (0,0
—Coneleje X - p=0 - x*GBx?+4x-36)=0

/x2=0 — x=0
~_ —4+V16+432 _ —4+ V448 _—x =280
X = =
6 6 \x:_4,19

Puntos: (0, 0); (2,86; 0); (=4,19; 0)

e Puntos de inflexion:
S0 = 36x? + 24x — 72
S0 =0 - 12Bx*+2x-6)=0

_2:VA+T72 _ —28V76 _— X =112

X 6 6 T—x=-179

Puntos: (1,12; —-34,82) y (-1,79; -107,22)

e Grafica:

D

~—_

~

P
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0 y=x*—4x3 - 2x% + 12x
e Simetrias:

J(=x) = x* + 4x3 — 2x% — 12x. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje
Y ni respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim [f(x)=+c; [im [f(x) = +oo

e Puntos singulares:
J10) = 4x3 — 12x% — 4 + 12
F0=0 - 43-3x?-x+3)=0 - 4x-Dx+Dx-3=0
x=1
< = —1E Puntos (1, 7); (=1, =9); (3, —9)

x=3
¢ Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 - »=0 - Punto (0,0
—Coneleje X - p=0 - x(x3-4x2-2x+12) =0

x =0
< X =2
X —4x:-2x+12=0 (x—Z)(xZ—Zx—6)=04x=3,6S
\x=—1,65

Puntos: (0, 0); (2, 0); (3,65; 0); (-1,65; 0)

e Puntos de inflexion:
S = 12x% — 24x — 4
S0 =0 - 4Bx*-6x-1=0

_6xV36+12 _ 6xV48 __—x=215

* 6 6 T—x=-015

Puntos: (2,15;-1,83) y (=0,15; -1,74)

e Grafica:
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2. Representa las siguientes funciones:

a)y=3x*—4x3-16 b)y=x3-3x O y=(01/4)x%-2x2
a) y=3x%—4x3-16

e Simetrias:
J(=x) = 3x* + 4x3 — 16. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni
respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim [f(x) =+0; [im f(x) =+

e Puntos singulares:

S0 = 12x3 — 12x2

x=0
W=0 - 12x2(x-1D=0<__
J'Co XA -1 =0<__ o1
Puntos: (0, -16); (1, —-17)
e Cortes con los ejes:
—Conelegje ¥ - x=0 - p=-16 - Punto (0,-16)

— Coneleje X - y=0 - 3x*—4x3-16=0 o

/ x=2
T~ 33+ 2x2+4x+8=0 o tiene una sola raiz, que estd entre =2 y —1;
pues, si g(x) =3x3 + 2x? + 4x + 8, g(-2)=-16<0 y g(=1)=3>0.

Puntos (2,0) y (k 0), con k entre -2y —1.

e Puntos de inflexion:

J1(x) = 36x? — 24x

x=0
S0 =0 & 120(Bx-2)=0<_ x=%
2 —448
P . (0, -16 =, —
untos: (0, )Y(37 27)
e Grafica:
|
2
\ [ 1]
i
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b) y=x3-3x

e Simetrias:

J(=x) = —x3 + 3x = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x)=—0; [im f(x) =+

e Puntos singulares:
S0 =3x%-3

, _ B /.X'=—l
fS=0 - 3(*-1D=0<__

x =1
Puntos: (-1, 2); (1, -2)
e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 - yp=0 - Punto (0,0
—Coneleje X - =0 - x°-3x=0 - x(?-3)=0

x=0
< x=—=/3[ Puntos: (0, 0); (-V3,0); (V3,0)
x=3

e Puntos de inflexion:
S0 = 6x
f'=0 - 6x=0 - x=0 - Punto(0,0)

e Grafica:

o y= %x4 —2x2

e Simetrias:

Sfx) = %xz* — 2x% = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Ramas infinitas:

lim [f(x)=+0; [im [f(x) = +oo
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e Puntos singulares:

S0 = x3 — 4x
x=0
_—
S0=0 - x(x?-4)=0=E— x=-—
\x=2

Puntos: (0, 0); (=2, —4b); (2, —4)

¢ Cortes con los ejes:

—Conelegje ¥ - x=0 - »=0 - Punto (0,0

—Coneleje X - p=0 - xz(%x2—2)=0
x=0
4 22
x = —
N x2=8 <
Puntos: (0, 0); (—2\/5, 0); (2\/5, 0)
¢ Puntos de inflexion:
J(x) = 3x% -4
= - %
F10=0 - 3x2—4=0/ B
3
Puntos: (_2_\/37 _2_0)7 (£7 _E)
3 9 3 9
e Grafica:
\ b
\ |
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1. Representa:
3 2 _ -
a)y = X _ b)y=x 2x—8
1-x
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x3

x .
a) y= =—x+ . Dominio = R —{-1, 1}
Y 1 — x? 1 —x?
e Simetrias:
23
—X) = = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
()1x2 (). Es impar: simétri P | origen d denad
—-x

e Asintotas verticales:

lim  f(x) =+ 0

O
00 Asintota vertical en x = —1.
lim f(x) =—0[]
O
lim f(x) = +o0 %
0 Asintota vertical en x = 1.
lim f(x)=-0 O
O
e Asintota oblicua:
3
X xe X - y=-—x es asintota oblicua.
1—x? 1—x2

Posicion de la curva respecto a la asintota:
) =(=x)>0 si x - —o (curva por encima)

S —(=x) <0 si x - +o0 (curva por debajo)

e Puntos singulares:

S0 = 3x2(1 = x%) — &% - (22x) _ 3x2 = 3xt + 20t _ —xt + 3x2
1- x2)2 1- XZ)Z (1- x2)2
x=0 _
S =0 - x*(=x*+3)=0 <_ x=-/3
Puntos: (0, 0); (_\/57 3\/75)7 (\/g’ _ 3\2/5 )

e Cortes con los ejes:

Corta a los ejes en (0, 0).

e Grifica: N\

N
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2 _ —
b) y= X=2x=8 28 pominio=R - {0}
x x
¢ Simetrias:
. x?+2x—8 . o . .
Sf(=x) = =—==——_ No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni
—X

respecto al origen.

e Asintotas verticales:

lim f(x) = +oo %
[0 Asintota vertical en x = 0.
lim f(x)=—-o0 %

e Asintota oblicua:

2 _ _
X=2x=8 _ ., 8 y=x-2 es asintota oblicua.

X X

Posicion de la curva respecto a la asintota:
fx)—(x-2)>0 si x - —o0 (curva por encima)

Jf0) —(x-2)<0 si x » +o (curva por debajo)

e Puntos singulares:

=1+ % > (0 para todo x del dominio.
x
La funcion es creciente en todo su dominio. No tiene puntos singulares.
e Cortes con los ejes:
—Coneleje X - p=0 - x*-2x-8=0
] y ~

Puntos: (=2, 0) y (4, 0)

— No corta el eje Y, pues no estd definida en x = 0.

e Grafica:
/
7
/ 4
2 1[4
/- |
ya |
)2 |
2. Representa:
x2-9 a3+ 2x
y=2 2 b)y=2_"2°%
Y™ 24 YT e
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2_
a) y= x2 2 Dominio =R —{-2, 2}

e Simetrias:

x2-9
22

S0 =

= f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Asintotas verticales:

lim f(x) =—-0 0
U Asintota vertical en x = 2.
lim  f(x) = +o0 %
O
lim f(.x) = +oo 0
O Asintota vertical en x = 2.
lim f(x)=—-o0 0O
O
O
e Asintota horizontal:
2 _
x =9 1-— » =1 es asintota horizontal.
x%?—4 x% -4

Posicion de la curva respecto a la asintota:
J(x)—1<0 si x - —o0 (curva por debajo)

J(x)—1<0 si x - +0o (curva por debajo)

¢ Puntos singulares:

20— —2x(x* - 9) _ 2x(x*-4-x*+9) _ 10«
(x? - 4)? (x? —4)? (x? - 4)?

J'Co =

=0 - 10x=0 - x=0 o Punto(O,%)

e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥V - x=0 - y=% - Punto (O,%)

—Coneleje X - =0 - x°- — =3
Puntos: (-3, 0) y (3, 0).
e Grifica: |\ ]l

\ |/
N
1

S P
—2 2l /]
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X3+ 2x

x2+1

b) y . Dominio = R
e Simetrias:

2x

. o —x3 -
ST

= —f(x). Esimpar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

e No tiene asintotas verticales.

e Asintota oblicua:

x3+ 2x x ) .
=x+ - Yy =Xx es asintota oblicua.

x%+1 x2+1

Posicion de la curva respecto a la asintota:
S —x<0 si x - —o (curva por debajo)

f(x)—x>0 si x - +oo (curva por encima)

¢ Puntos singulares:

BGx2+ 22+ 1D - (3 +2x) - 2x 3t + 302 + 202 + 2 — 20t — 42

() = = =
f (xz + 1)2 (xz + 1)2
Coxtex?+2
(.X‘Z + 1)2
f=0 - xt+x2+2=0 - «2= Aizﬂ -~ No tiene solucién.

No hay puntos singulares.

¢ Cortes con los ejes:

— Conelee ¥V - - y=0 - Punto (0,0
- xX3+2x=0 - xx?+2)=0 -

- Punto (0, 0)

— Conelee X -

2 < =R
I
S o ©

—

e Puntos de inflexion:

(4o + 22002 + D2 = (xt + 22 +2) - 22 + D - 2x _

j//(.x) = (xz N 1)4
_ @+ 20+ D) — doc(xt+ x2 +2) _ 200 —06x _ 2x(x*-3)
(2 + 13 2+ D3 2+ 13
x=0 _ B /3 .5
S =0 < x=-V3[ Puntos: (0, 0); (—\/3, —%); (\/3, 575)
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e Grafica: 74

/!
V4
y4
pa
LA
///
/
’/,//
///
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1. Representa:
a)y=Vx?%+2x b)y=Vx%-9
a) y=Vx?+2x
e Dominio:
x=0
2 — _ _—
x*+2x=0 - x(x+2) 0\x=—2

D = (=00, 22] U0, +00)

e Simetrias:

J(=x) = Vx? = 2x . No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni res-
pecto al origen de coordenadas.

e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas oblicuas:

lim f(x) = +o

i J x2+ 2w Vx2-2x
im = 1 = =-1
x x —x
lim [fG)+x]= lim [Vx*+2x +x]= Iim [Vx?-2x —x]=

(Vx? = 2x —x) (Va? = 2x + x) _

= [lim
Va2 - 2x + x
_ x?—-2x-x> —2x _
= [lim = [lim =
Va2 - 2x+ x Va2 - 2x + x
=2 _=2__
1+1 2

y=-x-1 es asintota oblicua cuando x — —oo.
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lim f(x) = +o0

A9 Vx4 2x
lim = lim —————=1
X x
lim [fo —x]= lim [Va?+2x —x] =
- lim (Va? + 2x — x) (Va? + 2x + &) _
Va2 + 2x + x
o X2+ 2x—x% 2x _
= Jim —)mm——— = im ————— =
Va2 + 2x + x Va2 + 2x + x
-2 _2_
1+1 2

y=x+1 esasintota oblicua cuando x — +oo,

e Puntos singulares:

10 = 2x+2  _ x+1

2V + 2 Va? + 2x

fx=0 - x+1=0 - x=-1 - Como no pertenece al dominio de
f(x), no hay puntos singulares.

e Cortes con los ejes:

__ x=0
— Coneleje X - p=0 - VaZ+t2x - xZ+2x0=0<__

Puntos: (0,0) y (=2, 0)

—Coneleje ¥ - x=0 - yp=0 - Punto: (0,0

e Grafica:
ra
/!
N /|
AN /|
N /
N Vi
N2}/

A\ 74
L2170
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D = (-0, =3] U3, +o0)

e Simetrias:

J(=x) = Vx? -9 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
¢ No tiene asintotas verticales.

e Asintotas oblicuas:

lim f(x) = +o0

lim

Jo % Va2 -9  Vx2-9 _
- lim - -
X x —x

lim [0 +x]l= tim [Vx*=9 +x]= lim [Vx*-9 —x]=

(Va2 =9 — x)(Va? = 9 + ) _

= [lim
(Va2 =9 + x)
2 2
= lim u= lim 7_—9=O
Vx2 -9+ x Vx2 -9 + x

y =—x es asintota oblicua cuando x — —oo.
lim f(x) = +o0
S0 Va2 -9

= Ilim
X X

=1

lim

lim [f)—x]= Ilim [Vx*-9 —x]= lim (Va2 =9 —x) (Va2 =9 + x) _

(Vx% -9+ x)
2 0 a2 .
- g XX e 9
Vx2 -9+ x Vx2 -9+ x

y =x es asintota oblicua cuando x — +eo.
e Puntos singulares:

2x X
"(x) = =
4 2Vx2-9  VJx2-9

fx)=0 - x=0. Como no pertenece al dominio de f(x), no hay puntos
singulares.
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e Cortes con los ejes:
—Coneleje X - p=0 - Vx*-9 o x*-9
Puntos: (=3,0) y (3, 0)

— No corta al eje Y, pues no existe f(0).

e Grafica:
N ‘4
\\ /l/
\NEEE
2. Representa:
a)y=mm(x?+4) b)y=m(x*-1)

) y=In>+4
e Dominio:
Como x?+ 4 >0 paratodo x, D=R.

e Simetrias:

J(=x) = In (x* + 4) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
¢ No tiene asintotas verticales.

e Ramas infinitas:
lim f(x)= Ilim [f(x) =+

2x
In(x*+4) _ K4
X 1

S0 ,
lim

lim lim

Por tanto, no tiene asintotas de ningin tipo.
Tiene ramas parabdlicas.
e Puntos singulares:

S = 2

x2+4
=0 - 2x=0 - x=0 - Punto (0,n4
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e Puntos de inflexion:

2(x% +4) — 2x - 2x _ 2x% + 8 — 4x? 8 — 2x2

"(x) = = =
/ (% + 4)? (% + 4)? (% + 4)?
x=-20
ffx=0 - 8-2x*=0 < =2 E Puntos: (=2,n8) y (2,n8)
e Grafica:
P~ =

b) y=1In(x*-1)

e Dominio:

x2=1>0 - D=(-00, 1)U, +x)

e Simetrias:

S0 = In (x? = 1) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas verticales:
lim [f(x)=-0; [im [f(x)=—00
x=-1y x=1 son asintotas verticales.

o Iim f(x)= lim [f(x) =+

2x

x* -1 _
1

lim lim lim

S In(x2-1) _
X X

Tiene ramas parabdlicas.

e Puntos singulares:

y _ 2x
S0 x2-1

fx)=0 - 2x=0 - x=0. No tiene puntos singulares, pues la funcién no
estd definida en x = 0.
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e Puntos de inflexion:

0 = 2 = 1) —2x-2x _ 2x*—2-4x* _ 2x*-2

(% - D? (% - 1D? (% = D?
No tiene puntos de inflexion.

e Puntos de corte con los ejes:

—Coneleje X - =0 - Imx*-1D=0 - x*-1=1

x?=2 <x - Puntos: (-v2,0) y (V2,0)

— No corta al eje Y, pues no existe f(0).

e Grafica:

[/
l/
1\
N\

A\

Pagina 316

X
3. Representa: y = e_z

X
X

x2

e Dominio: D = R — {0}

e No es simétrica.

¢ Asintotas verticales:
lim f(x) = +o

O
% Asintota vertical: x =0
lim f(x) =+ J

O

lim f(x)=0. Ademas f(x) >0 paratodo x del dominio.

» =0 es una asintota horizontal cuando x - —o

SO

~—— = +00. Rama parabdlica.
X

Unidad 11. Representacién de funciones @
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e Puntos singulares:

) = eX-x?—e¥-2x  x-e(x-2)  e*(x-2)
J'@ = ot - o s
2
fx=0 - x=2 - Punto (2, %)
e Grifica: |
/
\ /
//
A

hN

4. Representa: y = % COs 2x + cos x
_ 1
y= D) €oS 2x + cos X

e El periodo de cosx es 2T y el de sen 2x es TU Por tanto, la funcion es periddica
de periodo 2Tt La estudiamos solo en este intervalo.

e Es derivable en todo IR (es suma de funciones derivables).

e Puntos singulares:
[1(x) = —sen 2x — sen x = —2sen x cos x — sen x = —sen x (2cos x + 1)

sen x =0

_—
"x=0 - = 2 +1D=0
S0 sen x(2cos x + 1) ~ cos = — 1

2

x=0 - Punto (O, %)

Senx=0/
N

X=T - Punto (T[,—%)

X = 2n - Punto (E, —i)
3 37 4
cos x = -5 \
X = 4n — Punto (4—, —2)
3 3 4

e Puntos de corte con los ejes:

—Conelegje ¥ - x=0 - y=% - Punto (O,%)
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— Coneleje X - p=0 - cos2x+2cosx=0
cos? x — sen® x + 2cos x = 0

cos? x— (1 = cos? x) + 2cos x =0

2 2

cos“x—1+ cos®x + 2cosx=0

2cos? x +2cosx—1=0

2+V4+8 _—cosx=0366

cos x = 4 T~ cos x = 1,366 (no vale)

_ _— X = 1,2
cos x 0,366\x - 509

Puntos: (1,2; 0); (5,09; 0)

¢ Puntos de inflexion:

J"(x) = —2cos 2x — cos x

S"x0) =0 - —2cos2x—cosx=0
—2(cos? x — sen® x) — cos x = 0
—2¢0s? x + 2sen’ x — cos x = 0
—2c0s? x + 2(1 = cos? x) — cos x = 0
—2¢08% x + 2 — 2c0s? x — cos x = 0
—4cos? x—cosx+2=0

1i\/1+52 /COS.X'=—0,843

COSX = =g T~ cosx = 0,593

=2 Puntos: (2,57; 0,6
cosx=—0,843/x 757D untos: (257: 20,69

T—~x=-371H (3,71; -0,63)
0
_nosll
- x=094p (0,94; 0,44)
cos x = 0,593 0
T~ x=5350 (5,35; 0,45)
e Grafica:
\ | \ 3
\ | \2 |
T 2T
~ N~/
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1. ¢Qué tipo de ramas en el infinito tienen?

3x x? x4
= = = dy=
)y +1 by x+1 Ay x+1 )y x+1
_ 1
a) y= =+ 1 -
lim f(x)= lim f(x)=0 - Asintota horizontal: y=0 >
_  3x
b) Y x+1 —_ __ 1l _____
3 —
lim f(x)= lim f(x)=3 - Asintota horizontal: y =3
c)y=—x2 —xo1+ - ~
x+1 x+1
— Asintota oblicua: y=x-1 ,’;i/
4
Q) oy X
)y x+1
O
lim f(x) =+,  [im f;x) = +00E ‘ [
70 0 Ramas parabdlicas
X
lim f(x) =-co; lim ~—— = +°°|% ‘
x
O
2. ;Qué tipo de ramas en el infinito tienen?
ay=X" b)y=i/x2+3 c)y=x+\/;
e.x
dDy=igx e)y=xsenx Dy=x—cos x
2
a) V= e—x
lim f(x) = +o00;  [im S —co. Rama parabdlica. \ ‘
X ~
lim f(x) = 0. Asintota horizontal: y =0 ‘
b) y=VaxZ+3
_ . J O
lim [(x) = +0;  [im P 0 E \ ‘ /
0 Ramas parabdlicas
lim [(x) = +0; [ & =0 E ‘
im s dim 5
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O y=x+Vx

lim f(x) no existe, pues solo esta definida en [0, +00).

lim f(x) = +00;  [im f;—X)= lim (1+\éc—x)=1=m ‘ [
Iim [fo0 -x]= lim Vx =+o ‘
dy=1gx
No existen lim f(x) ni lim [f(x).
e) y=xsenx
No existen  lim f(x) ni lim [f(x).
) y=x-cosx
lim [f(x) =—0; [im & = Iim XZSX 1+senx o existe
X X 1
lim f(x) = +00;  [im S0 = i @ no existe
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR
1  Representa una funciéon continua y deriva-
ble en R tal que:
lim f(x)=+w, lim f(x)=-o, f(2)=0
X — +00 X - —00
Sf(2) =1, f'(x) 20 para cualquier x. .
2
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2 Representa una funcion que no esté defini-
daen x=-3 ytal que:

lim f(x)=+0wy lim +f(x =_—00

x - =3 x -3

B _ /Si x—>+°°sf(x)<1
xlin;mf(x) I— i x . —oo, f(x)>1

No tiene puntos singulares y es creciente.

3 Deuna funciéon y = f(x) tenemos esta informacion:

D=R —{1,4 lim f(x)=+0; lim f(x)=-
x -1 x -1

lim f(x)=—oo; lim4+f(x) =+00; lim f(x)=0

x> 4 X o %00
(si x - +oo, f(x)>0; si x - —o0, f(x)<0)
S @2)=0, f(2)=-1; f'(-1D=0, f(-1)=-1

Represéntala.

4  Dibuja la grafica de una funcion de la que se
S conocen las siguientes propiedades:

lim f(x)=-0, lm f(x)=+ow

X — —00 X — +o00

S(x)=0si x=-2, x=0, x=3, x=4

N

e - gt------3-

SJE2) =25 f(0)=0; f(B)=5; f(D=4 /

lim f(x)=—o, lim f(x)=-3, lim f(x)=-—o

X — —00 X - + X - =5

J(8) =-2, f(0) =0 es el unico punto donde f(x) se anula.

Dibuja la grafica de una funcion que cumpla las siguientes propiedades:

f'(=8) = 0 yladerivada no se anula en ningiin otro punto. Ademas, f'(x) <0

para todo x positivo.

La funcion es continua en toda la recta real, salvo en los puntos x=—5 y x=0.

1

1

1

I
1
1

| 2
1

1

1

1

1

1

1
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6 Describe las siguientes funciones indicando sus asintotas y ramas infinitas, sus
puntos singulares y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

) b
L1 1 HE &
\[/ |
1 |
1] |
] |
c d | Wi
I 4
\
1 7
]
A 12
4 |
P4 |
p |
7 [

a) e Asintota vertical: x = 0. Asintotal horizontal: y = 2
lim fx) =2, Iim f(x) =2
(si x - —oo, flx) <2; si x - +o0o, f(x)<?2)
lim f(x) =—-o00; [im [(x)=—0

e f(x) no tiene puntos singulares.

e Decrece en (-, 0) y crece en (0, +00).
b) e Asintota vertical: x = -2. Asintotal horizontal: y = -2
im fx)=-2, lim f(x)=-2

(si x - —oo, flx) >=2; si x - +oo, f(x)>=2)
lim f(x)=+0; [im f(x)=-

e Puntos singulares: f7(0) = 0; f(0) = -1. Maximo en (0, -1)

e Creciente en (—o0, —2) J (=2, 0) y decreciente en (0, +).

¢) * Asintota horizontal si x — +e: y =0

lim f(x)=+c0; [im [f(x)=0

(si x — +o0, f(x) >0)
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e Puntos singulares:
f'(0) =0; f(0)=0. Minimo en (0, 0)
f1(2)=0; f(2)=1. Maximoen (2, 1)

e Decreciente en (o, 0) U (2, +00) y creciente en (0, 2).

d) e Asintota vertical: x =2
Asintota oblicua: y = x
(si x - —oo, f(x)>x; si x - +oo, f(x) <x)

lim [f(x) = +0o; [im [f(x)=—00

e Puntos singulares: no tiene.

e Creciente en (—o0, 2) |J (2, +00).

7 Se considera la funcion f(x) = x3 + 2x + 4. ;Tiene maximos y/o minimos?
S ¢Tiene algin punto de inflexiéon? Haz una grifica aproximada de esta fun-
cion.
f)=x3+2x+4
o [i(x) = 3x* + 2
S =0 - 3x>=-2 - no tiene solucion.
['(x) >0 paratodo x - f(x) es creciente.
No tiene maximos ni minimos.
o f(x) = 6x
=0 - 6x=0 - x

1
o

Signo de f"(x):

_f”< 0 f-H> 0
/\ 0 U Hay un punto de inflexion en (0, 4).

e Ademas, [lim [f(x)=-c; [im [f(x) =+

e Grafica:

—r—
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Dada la funcién y = x3—3x + 1, se pide:

wn ©

a) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento. Extremos relativos.
b) Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.

c) Dibuja la grafica a partir de los resultados anteriores.

a) f1(x) = 3x% = 3

, _ 2 _ /.X=—1
fx=0 - 3x —3—O\x=l

Signo de f"(x):

>0 f'<0 f>0
/ -1 \ 1 /

f(0) es creciente en (-0, —1) U (1, +c0)

es decreciente en (-1, 1)

tiene un maximo en (-1, 3) y un minimo en (1, —1)

b) f"(x) = 6x
=0 - 6x=0 - «x

Il
o

Signo de f"(x):
f”< O f//> 0

R

f(x) es convexa en (-0, 0)

es concava en (0, +o)

tiene un punto de inflexién en (0, 1)

9

-

> gliney

—
~——

f—
L~

9 En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas y posicion de la
curva respecto de estas, y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:

1 —1 X
a = b = C =
)y x2-1 )y xZ2+1 )y x2-1

Unidad 11. Representacién de funciones @



2
D _x“ -1

1
x2-1

a)y =

e)ys=

2
X x“—x+1
f) = — —
1+ x2 Y x2+x+1

e Dominio: R —{-1, 1}

e Asintotas:

lim f(x) = 0;

lim [(x) =0

y =0 es asintota horizontal.

(si x - —oo, f(x)>0; si x - +oo, f(x)>0)

lim  f(x) =+l
FAES) 5
O
lim  f(x) = —oo[]
O

lim f(x)=—c0 U

O
0
lim f(x) = +o00 [J
O
e Grafica:
-1
b)y =
Y x2+1

e Dominio: R

e Asintotas:

x = -1 es asintota vertical

x =1 es asintota vertical

No tiene asintotas verticales.

lim () = 0;

(si x - —oo, fl(x) <0

e Grafica:

lim f(x)=0

si x - +oo, f(x) <0)
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x
x2-1

oy =

e Dominio: R —{-1, 1}

e Asintotas:

lim f0) =0, lim fx)=0

(si x - —0o, f(x)<0; si x - +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim  f(x) = —WE
0
lim  f(x) = +ooJ
a
lim f(x)=—o0

lim [(x) = +o0

= -1 es asintota vertical

a
g
0 x=1 esasintota vertical
ad
a

e Grafica:

2 _
d)y=xx 1 =x—%

e Dominio: R — {0}
e Asintotas:

K = +oo [J
lim f(x) =+ 0

lim f(x) = —OOE
O

y=x es asintota oblicua.

x =0 es asintota vertical

(si x - —0o, f(x)>x; si x - +oo, f(x) <x)

e Grafica:
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x
1+ x2

e)y=

e Dominio: IR
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim f(x)=0; Iim f(x)=0
(si x - —0o, f(x) <0; si x - +oo, f(x)>0)

e Grafica:

-

2_x+1
£ y=2X =X+
x2+x+1
e Dominio:
x2+x+1=0 o x=M — No tiene solucion.

D=1R
e Asintotas:

lim fo =1, lim flx) =1

(si x - =00, f(x)>1; si x - +oo, f(x) <1

y =1 es asintota horizontal.

e Grafica:

N
(SN
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PARA RESOLVER
10 Representa las siguientes funciones estudiando previamente:

— Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

— Intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y extremos relativos.

) y=2x+ b) y= 2
9y d y- X 2X2
O o DI G
= Wyt
i)w% i)wﬁ
oy 2 Dy=—F
m)y=x"fz n)y=(xx_—_21)2

a) y=2x+%

e Dominio: R — {0}
e Asintotas:

7 =_oo J
lim [f(x) 0

x =0 es asintota vertical

0
lim f(x) = +o0 E

y = 2x es asintota oblicua.
(si x - —oo, f(x) <2x; si x - +oo, f(x)>2x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
fe=2-2

x2

2
f=0 - =8 o L x2od

Unidad 11. Representacién de funciones @



Signo de la derivada:
>0 <0 f'<0 >0
/ -2 \ 0 \ 2 /
Sf(x) es creciente en (—o0, —2) U (2, +0)

es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)

tiene un maximo en (=2, -8)

tiene un minimo en (2, 8)

e Grifica: 7

<

®

2x

b) p= 2%
AT

e Dominio: R — {-1}
e Asintotas:
lim f)=0; lim [f(x)=0
(si x - —oo, f(x) <0; si x » +oo, f(x)>0)
y =0 es asintota horizontal.
lii (x) = —oo[]
im f i

0 x=-1 es asintota vertical
lim f(x) = —oo[]
O

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2+ D2 —2x-2(x+ 1D _ (x+ DQx+2—4x) _

—2x + 2

') =
4 (x+ DA (x+ D
fx)=0 - 2x+2=0 - x=1
Signo de f"(x):

/<0 S>0 JS'<0

\—1/1\

Unidad 11. Representacién de funciones
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f(x) es decreciente en (oo, —1) U (1, +0)

es creciente en (-1, 1)

. P 1
tiene un maximo en |1, >

e Grafica:

3 4x
C) = x— =X+ ——
Y x2—4 x2— 4
e Dominio: R —{-2, 2}

e Asintotas:

lim f(x) = —oog
0 x=-2 es asintota vertical
lim f(x) = +°°E

lim [f(x)=—o E
0 x =2 es asintota vertical
lim f(x) = +o0 E

y =x es asintota oblicua.

(si x - —00, fx) <x; si x - +oo, f(x)>x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

S0 = 32 (x? —4) —ad - 2 _ 3xt — 120 —2xt | xt - 120 | xP(? - 12)

(% — 42 (% — 42

x=0 __
S=0 - x?-12)=0 <_ x=-V12

Signo de f(x):
f>0 /<0 /<0 /<0

(% — 4)? (% — 42

/<0 />0

/—\/ﬁ\—z\o\z

J(x) es creciente en (=0, —V12) U (V12 +w)

\ \/ﬁ/

es decreciente en (—V12,-2) U (=2, 2) U (2, V12)

tiene un maximo en (—V12, -3v3)

tiene un minimo en (\/E, 3\/5)

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

—
o~

[

e Asintotas:

_ . - _o
lim [(x)=—o 5

0 x=1 esasintota vertical
lim f(x) = +oo E

y=x—1 es asintota oblicua.

(si x - —00, f)<x-—1; si x » +00, f(x)>x—-1)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1 x-1D%*-1 _ x*-2x+1-1
'’ =1 - = = =
S T T o -1
_oxfP-2x _ x(x-2)
(x - 12 (x—D?
, ~ B /x=0
=0 - x(x—Z)—O\x=2

Signo de f(x):
>0 <0 f'<0 >0

— 0 ~ ! ~ ? —
f(x) es creciente en (=00, 0) U (2, +0)

es decreciente en (0, D U (1, 2)

tiene un maximo en (0, —2)

tiene un minimo en (2, 2)

Unidad 11. Representacién de funciones



e Grafica:

/4
7/

4 — 12
e) y=————=
CEEE

e Dominio: R — {2}

e Asintotas:
lim f) =0, lim [f)=0
(si x - —00, f(x) <0; si x » +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota oblicua.

7 =_oo[J
lim [(x) 5

[0 x =2 es asintota vertical
lim f(x)=—-0[]
ad

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

4(x—2)2—(4x—12) - 2(x = 2) _ 4 —-2)—2Mx—-12) _
(x —2)* (x—2)3

S0 =

_ 4x—-8-8x+24 _ —4x+16
(x—2)° (x—-2)°

=0 - —4x+16=0 - x=4

Signo de f"(x):
f'<0 f>0 <0

\2/4\

f(x) es decreciente en (—o0, 2) U (4, +00)

es creciente en (2, 4)

tiene un maximo en (4, 1)

Unidad 11. Representacién de funciones



e Grafica:

-

_ X
Dy

e Dominio: R — {2}
e Asintotas:
lim f(x)=0; lim [f(x)=0
(si x » —00, f(x) <0; si x - +0o, f(x)>0)
y =0 es asintota horizontal.

lim [(x) = +oo E
x =2 es asintota vertical

a
lim f(x) = +OOE

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

(x—=22-x-2(x-2) _ x=2-2x _ —x-2

S0 = -2 x—20  (x-2)
x=-2

-x-2=0 —

=0 -

Signo de f(x):
<0

\—2/2\

es decreciente en (—o0, —2) U (2, +0)

/>0 <0

S0
es creciente en (-2, 2)

. . -1
tiene un minimo en (-2, ry

e Griafica:

4

Unidad 11. Representacién de funciones



(x-D@-3) _ a?-4x+3 _ . 5 1
x=2 x =2 X =2

g2 y=

e Dominio: R — {2}
e Asintotas:

lim  f(x) = +o[]
E x =2 es asintota vertical

lim  f(x)=—0[]
a

y =x—2 es asintota oblicua.

(si x - =00, fX)>x—2; si x » +00, f(x) <x—2)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1
(x = 2)?

fx)=0 - (x-=22+1=0 - no tiene solucion

S =1+

f(x) no tiene extremos relativos.

Jf'(x) >0 paratodo x - f(x) es creciente en todo su dominio.

e Grafica: 4
/|
7’7
LA
)G 2 [
7
V4
/
2
h) y=—2%
N4 0_ 2
e Dominio: R - {-3, 3}

e Asintotas:

lim fx)=-1, Iim [f(x)=-1
(si x - —oo, f(x) <-1; si x - +o0, f(x)<-1)

y =-1 es asintota horizontal.

lim [f(x)= —OOE

00 x=-3 es asintota vertical
lim [f(x) = +oo[]

O
lim [(x) = +c0 E

0 x =3 es asintota vertical
lim f(x) = —o E

Unidad 11. Representacién de funciones



e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

20(9 —x®) —a? - (20) _ 18x—2x3 +2x3 _ 18«
(9 — x%)? (9 —x%)? (9 —x?)?

S0 =
f=0 - 18x=0 - x=0

Signo de f(x):
f'<0 <0 />0 >0

\‘3\0/3/

f()  es decreciente en (=00, —3) U (=3, 0)

es creciente en (0, 3) U (3, +)

tiene un minimo en (0, 0)

e Grafica:

-
[S¥]

N~

—//
—~
™~

=x+_
X

. _x*+ 4 4
D y= ~
e Dominio: R — {0}
e Asintotas:
lii (x) = —o0 [
im f 5

0O x=0 esasintota vertical
lim  f(x) = +o0 ]
0

y =x es asintota oblicua.

(si x - —0o, f(x) <x; si x - +oo, f(x)>x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

f/(x)=1_i2

x
, _ 2 s /x=—2
=0 - x*—4 O\x=2

Signo de f(x):

S>>0 S'<0 S'<0 f>0

i N N
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f(x) es creciente en (-0, -2) U (2, +o0)
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)
tiene un maximo en (=2, —4)

tiene un minimo en (2, 4)

e Grifica: 7,

N

x2

(x - 3)?
e Dominio: R — {3}

poy=

e Asintotas:

lim fo)=1, Lim flo)=1

(si x - —oo, f(x)<1; si x - +oo, f(x)>1)
y =1 es asintota horizontal.
lim  f(x) = +o %
[0 x=23 esasintota vertical
lim f(x) =+ ]
O
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2x(x—3)2 —x? - 2(x—3) _ 2x(x—3) —2x% _

"(x) =
S @3 (-3
_ 2x% - 6x —2x% _ —6x
(x—3)3 (x—3)3
=0 5 —-6x=0 - x=0

Signo de f"(x):
f'<0 f>0 <0

\0/5\

f(x) es decreciente en (=00, 0) U (3, +00)

es creciente en (0, 3)

tiene un minimo en (0, 0)

Unidad 11. Representacién de funciones



e Grafica:

|t

K) y= 2296'3 o 22x
xc+1 xc+ 1
e Dominio: IR
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
y = 2x es asintota oblicua.

(Si x - =00, f(x) >2x; si x - +oo, f(x) < 2x).

¢ Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

6x%(x? + D —2x3 - 2x _ 6t + 62 — 4t | 2x% + a2

S0 =

(xz + DZ (xz + 1)2 (x2 + 1)2
f0=0 - 2x*(x*+3)=0 - x=0
Signo de f(x):

f'(x) >0 paratodo x#0

f(x) es creciente en todo IR.

e Grafica: N

-

x4
P

e Dominio: R —{-2, 2}

D y=

e Asintotas:

1 = +oo[]
lim  f(x) =+ 5

0 x=-2 esasintota vertical
lim  f(x) = —oo[]
0

Unidad 11. Representacién de funciones



lim f(x) =—cl

O
lim f0 [0 x=2 esasintota vertical
im  f(x) =+ []
O
O
lim f(x) = +oo; lim f;—X) = —OOE
) O Ramas parabodlicas
lim [f(x) = +o0;  [im f_x = +oo%
X O

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

F1(x) = 4x3(x? — 4) — xt2x _ 4x5 — 16x3 — 2x° _ 2x> — 163 _
(x? - 42 (x? - 4)? (% — 4)?
_ 2x%(x% - 8)
(% — 4)?

x=0 _

f0=0 - 2x3x*-8)=0 < x=-V8

Signo de f"(x):

/<0 />0 >0 f'<o /<o >0

\_@/*Z/O\Z

\\/g/

J(x) es decreciente en (—c0, —V8) U (0, 2) U (2, V8)
es creciente en (—V8, -2) U (=2, 0) U (V8, +w)

tiene un minimo en (—V8, 16) y otro en (V8, 16)

tiene un maximo en (0, 0)

e Grifica: \ 0 /
\ o /
/ N 12|
Yy =
my =
Y x+ 2
e Dominio: R —{-2}
e Asintotas:
lim  f(x) = +°°B
0 x=-2 es asintota vertical
lim  f(x) = —oo[]
O
Unidad 11. Representacién de funciones



Ramas parabdlicas

lim f(x)=+0; [im & = _co
X
S0

= +o0

I

) — oo p
lim f(x o, [lim .

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

3a(x +2) =3 _ 3o+ 6x? -3 2x% + 6x?

S = T (G + 2)2 (x + 2)?

x=0

i - —0—
S=0 - 2x2(x+5)—0\x=_3

Signo de f(x):
/<0 S>0 />0 S>0

\ -3 / -2 / 0 /
Sf(x) es decreciente en (-0, —3)
es creciente en (=3, =2) U (=2, +)

tiene un minimo en (=3, 27)

tiene un punto de inflexiéon en (0, 0)

e Grafica:

N

AN 1%

AVN {0

5T
-4 2 4

/

[

|
G S g
-1 x—1

e Asintotas:

lim [(x)=—o E
0 x =1 esasintota vertical
lim [(x) = +c0 E

y =x—3 es asintota oblicua.

(Si x - =00, fx) <x—3; si x - +oo, f(x)>x—3).

Unidad 11. Representacién de funciones



e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

fy=1-—L o =D?-1_ x?-dx

(x—1D? (x—D? (x—1D?

, _ . o /x=0

S0 =0 x(x—2) O\x=2

Signo de f"(x):
>0 <0 f'<0 >0
/ 0 \ 1 \ 2 /v

f(x) es creciente en (=00, 0) U (2, +00)

es decreciente en (0, 1) U (1, 2)
tiene un maximo en (0, —4)

tiene un minimo en (2, 0)

e Grafica: /

,.ﬂ
N

S
N

N

Wi

11 a) Halla las asintotas de la grifica de la funcion definida para x > 0 por

S 1+ a2
J(x) = -

b) Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus
maximos y minimos locales y globales, si los hay.

c) Esboza la grafica de f.

a) lim f(x)=+0 5 x=0 esasintota vertical.

S =x+ L. y =x es asintota oblicua.
x

(Si x —» +oo, f(x) > x)

2
b)) =1 - L - 1
X X
X = -1 (no vale)

7 - R 2_1 =
S =0 x° -1 O\x=1

(x =-1 no vale, pues f(x) esta definida solamente para x > 0)
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Signo de f"(x):
<0 />0
0 \ 1 /

f(x) es decreciente en (0, 1)

es creciente en (1, +o0)
tiene un minimo (local y global) en (1, 2)

no tiene un Maximo

<)

I ————
N

12 Dada la funciéon f(x) = x*1
S VaZ+1

a) Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto a estas.

, se pide:

b) Maximos y minimos relativos, e intervalos de crecimiento y de decreci-
miento.

c) Dibuja la grafica de f.
a) * Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

_ x+1 _ -x+1

lim ——— = Jlim — =-1
Va2 + 1 VaZ + 1

im XLy
Va2 + 1

y =-1 es asintota horizontal cuando x - —oo (f(x) > -1)
» =1 es asintota horizontal cuando x — +o0 (f(x) > 1)

2x
2Va2+1 X+ 1-x*-x  1-x
(x?+ 1) Vx? + 13 Vix? + 13

Va2 +1—(x+ 1) -

b) f'(x) =

f=0 - 1-x=0 - x=1

Unidad 11. Representacién de funciones 0



Signo de f"(x):
/>0 JS'<o
/ 1 \

f(x) es creciente en (—oo, 1)

es decreciente en (1, +0)

tiene un maximo en (1, V2)

<)

-1

13 Representa grificamente la funcion: p(x) = x%+ 4/3x3 + 2x2-2

¢Cuantas raices reales tiene este polinomio p (x)?
p(x)=x4+%x3+2x2—2

o lim p(x) =+0; [im p(x) =+

o p'(x) = 4x3 + 4x% + dx = 4x(x? + x + 1)

p'x)=0 - x=0 - Hayun punto singular en (0, -2).

e p(x) = 12x2 + 8x + 4 = 4(3x% + 2x + 1)

2 +V4-12
6

p(x) no tiene puntos de inflexion.

px)=0 - x-= - no tiene solucion.

e Grafica:

e f(x) tiene dos raices reales.

Unidad 11. Representacién de funciones



14 Dadas las siguientes funciones, halla sus asintotas, estudia el crecimiento y
S laexistencia de miximos y minimos. Dibuja su grifica:

e* x3
= b)v=
Dy x2-3 )y 4x%+1
4

Oy=x+—> dDy=Vx?-4 —x-2

Y (x—1)? y
a)y= e*

Y x? -3

e Dominio: R — {(-V3, V3}

e Asintotas:
lim  f(x) = +o0 E
0 x=-V3 es asintota vertical
lim  f(x) = -]
O
lim [f(x) =-o E
lim ) = 4o II% x = V3 es asintota vertical
U
lim Zex 3 =0 - yp=0 esasintota horizontal cuando x — —o
.X' pa—
(f ) >0)
lim [f(x) = +0;  [im f;_x) =+00 - Rama parabdlica

¢ Crecimiento, maximos y minimos:

oo €¥P=3) =¥ 2x _ e¥(x?-2x-3)
e (2 = 372 (=3
22V4+12 _ 2

f0=0 - x?-2x-3=0 - Xx-= =

i 3
2 2

-1

4 __—X
\.X

Signo de f"(x):
>0 >0 <0 /<0 />0
— 3 — - ~ V3 ~ ’ —
f(x) es creciente en (-0, —V3) U (=V3, -1) U (3, +00)
es decreciente en (-1, V3) U (V3, 3)

tiene un Maximo en (—1, i)
2e

. . el
tiene un minimo en (3, —

6

Unidad 11. Representacién de funciones e



e Grafica:

3 1
by=—> =-
)y 4% + 1 4

e Dominio: R

e Asintotas:

X —

(1/4)x
4x2% + 1

No tiene asintotas verticales.

Y= %x es asintota oblicua.

(Si x - 00, f(x)> %x; i w0, [0 < 120

1

¢ Crecimiento, maximos y minimos:

J'Qo =

Ax2(4x? + 1) — a3 - 8x _ 12x% + 3x2 — 8xt _ 4xt + 3x?

(4x? + 1)? (4> + 1)? (4xc® + 1)?

f)=0 - x*4x*+3)=0 - x=0 - (0,0)

S0 >0 si xZ0

e Grafica:

4

c)y=x+—(x_1)2

e Dominio: R — {1}

e Asintotas:
lim f(x) = +o0 ]
O
lim f(x) = +c0 @

—  f(x0) es creciente (tiene un punto de inflexién en (0, 0))

/4

N
AN

N

\\\

\\\

\\\

\\\

N\

x =1 es asintota vertical

y =X es asintota oblicua.

(Si x - =00, f(x)>x; si x - +oo, f(x) > x).
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e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
8§ _ (x-1D3-8

(x - 13 (x—1)3

=0 - x-1P3=8 - x-1=2 - x=3

S =1~

Signo de f"(x):

S50 s<0 S50
/ 1 \ 3 /

S0 es creciente en (—oo, 1) U (3, +0)

es decreciente en (1, 3)

tiene un minimo en (3, 4)

e Grafica:
s
LTI TN T
l 4
pé -
y4
dy=vVx?-4 —x-2
e Dominio: (-0, —2] J[2, +00)
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
lim f(x) = Ilim [Vx*-—4 +x-2] =+
o x4+ x-2 2
m= lim — = Iim ———— = —=-2
X —X -1
n= lim [fO)+2x]= Iim [Va*-4 +x—2-2x]=

= lim [Va?-4 —x=2]= lim [Vx?—4 —(x+2)]=

[Vxz — 4 — (x + 2)][Vx2 — 4 + (x + 2)]

= [lim —
[Vx2 — 4 + (x + 2)]
p X% — 4 — (x + 2)? p x2—4—x*—dx—4
= lim = lim — =
Va2 — 4+ x+2 Va2 —4 +x+2

Unidad 11. Representacién de funciones 0



= lim &:‘_4=_2

Va2 —4+x+2 2
Yy =-2x—2 es asintota oblicua cuando x — —oo.
(f(x0) <=2x-2)
lim fx) = Ilim [Vx*—4 —x—-2]=-2

y =—2 es asintota horizontal.

(o <=2)

¢ Crecimiento, maximos y minimos:

2x x—Vx2—4
' = _1 =
S 2Vx2 — 4 Vx2 -4

f(x) no es derivable en x=-2 nien x= 2.
[ =0 - x-Vx?—4=0 - x=Vx’-4 - x=x*-4 -
- no tiene solucion - no hay puntos singulares
Signo de f"(x): /<0 no existe [>0
\ -2 2 /

f(x) es decreciente en (-, —2) y es creciente en (2, +o0).

e Grafica: Y

-

15 Estudia los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes fun-
ciones y represéntalas graficamente:

X_ o

Dy= oS py- e

y=T c)y=Ssenx+ cosx para 0<.x<2T

eX¥—e™

a)y = = Sh x. Esta funcién se denomina seno hiperbdlico de x.

, _ X+ X
JiE) —

fx=0 - e*+e*=0 - notiene solucion -
— no hay maximos ni minimos

f'(x) >0 paratodo x — f(x) es creciente

Unidad 11. Representacién de funciones é



. _ oYX — o=
S0 —

f”(x)=0 - ex—e_x=0 — —— =90 N er_1=0

Signo de f"(x):

f’/ < O f” > O
Hay un punto de inflexién en (0, 0).
R N |
e Grafica:
|
/
NV
i
/
l
er + ™ L . . 1
by = — = cosh x. Esta funcion se denomina coseno hiperbdlico de x.

. _e¥—e¥
S0 —

=0 - e'—-e*=0 - x=0 - yp=1

Signo de f'(x):

f/< 0 f/> 0
~ 1 Hay un minimo en (0, D).

/

o f(x) = - +2 =

f"(x) =0 - no tiene solucion — no hay puntos de inflexion

e Grafica:

—
I
——
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Q) y=senx+ cosx para 0<x<2T
o f'(x) = cos x — sen x

X =
"x)=0 - cosx=senx — I x=1/

X =

o]y =l

Signo de f"(x):

/>0 /<0 />0

7 ~ = 7

B E]

Hay un maximo en (%, \/E) y un minimo en (%, —\/E).

o f"(x) = —sen X — cos x

_3n
[ =0 - senx=-cosx - tgx=—1< 74T[

4
Signo de f"(x):
£7<0 /50 £7<0
0 3m 7m 2m
/\ G U 4
. - 3n 7m
Hay un punto de inflexién en T 0| y otro en VR 0.
e Grafica:
HY
J/
BTIN /T 21
ZIA .
NS

16 Representa las siguientes funciones:

X In x

= X b =
Vy=— ) y=—
o) y=xlhx d) y=(x-1e*
e y=e™ f) y=x%e™

X3

= h) y=m(x*-1
gy n ) y=In(x )
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e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = —o;  lim f;—X) =+00 - Rama parabdlica
lim fX) = lim == lim S
e~ er

y =0 es asintota horizontal cuando x — +0 (f(x) > 0).

¢ Puntos singulares:

ef—xe* _er(d-x _ 1-x
e2x e2x eX

S0 =
=0 - 1-x=0 - x=1

Signo de f"(x)
f>0 S<0
/V 1 \

f(x) es creciente en (-0, 1)

es decreciente en (1, +)

. P 1
tiene un maximo en (1, —
e

e Corta a los ejes en el punto (0, 0).

e Grafica:

—

In x

by =
e Dominio: (0, +o)

e Asintotas:

lim f(x) =—-c o x=0 esasintota vertical
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lim flx)= Ilim —/——— =0

y =0 es asintota horizontal cuando x — +co (f(x) > 0).

e Puntos singulares:

von . (/x) x—Inx _ 1-—Inx
pla = WX lnx o 1D

f=0 - hx=1 - x=e

Signo de f"(x):

/>0 /<0
0 / ¢ \

f(x) es creciente en (0, e)

es decreciente en (e, +)
tiene un maximo en (e, —
e
e Corta al eje X en (1, 0).

e Grafica:

—

[
|
|
Ady=xinx
e Dominio: (0, +o0)
¢ Asintotas:
lim xInx= I[im Inx _ lim /x__ lim (—x) =0
1/x ~1/x?

No tiene asintotas verticales.

lim f(x) =+o;  [im f;_x) =+  Rama parabdlica
e Puntos singulares:

SO =Mmx+x-

l=lnx+1
X
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fl(x):O Ed l?’l.X‘:—l — _X':e_l:l
e

Signo de f'(x):
/<0 />0
’ ~ o —

f(x) es decreciente en (O, l)
e

. 1
es creciente en (—, +00
e

. - ( 1 1 )
tiene un minimo en (—, ——
e e
e Corta al eje X en (1, 0).
e Grafica: /
/
/
/
1 /
/

dy=-De*
e Dominio: R

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim fG) = lim (x-De¥= fm =X=L1 - pppm =L

e e

» =0 es asintota horizontal cuando x - —o (f(x) < 0).

SO

lim  f(x) = +o0;  [im e Rama parabdlica

e Puntos singulares:
S0 =+ (x—De¥ =1 +x—1) = xe*
S=0 - x=0
Signo de f"(x):

JS'<0 >0

~ 0 -
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S0 es decreciente en (-0, 0)
es creciente en (0, +o)

tiene un minimo en (0, —1)

e Corta al eje X en (1, 0).

e Grifica: I

~—_

e)y= e

e Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim fQo = Iim fx)=0
y =0 es asintota horizontal (f(x) >0 para todo x).

e Puntos singulares:
S0 = —2xe
=0 - 2x=0 - x=0
Signo de f"(x):
f'>0 /<0
Y

J(x) es creciente en (-0, 0)

es decreciente en (0, +)

tiene un minimo en (0, 1)

e Grafica:
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f) y= xz e
e Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  [(x) = +o0;  [im f;—X) =—0 _ Rama parabdlica
2
lim f(x) = +00;  [im X m = ogm L -0
e er er

y =0 es asintota horizontal cuando x — +co (f(x) > 0).

2
. X

¢ Puntos singulares: ) = =
e

2xeX —x?e¥ _ ¥ Qx—x?) _ 2x—x?
e2x e2x X

J'Co =

x=0

i - R a2 = o _ = —
S0 =0 2x—x=0 x(2 —x) O\x=2

Signo de f'(x):
JS'<0 />0 <0
\ 0 / 2 \

J(x) es decreciente en (-, 0) U (2, +00)

es creciente en (0, 2)

tiene un minimo en (0, 0)
tiene un maximo en (2, iz)
e

e Grafica:

—

-

Qy=

e Dominio:
Imx=0 - x=1. Ademas, ha de ser x> 0.

D=0, DHUA, +)
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e Asintotas:

lim f(x) =0

lim f(x) = —col]

Ood

} x =1 es asintota vertical
lim f(x) = +oo ]

O

SO

lim f(x) = +o0;  [im

e Puntos singulares:

=+00 - Rama parabdlica

F100 = 3 nx—x3-(1/x) _ 3x?Inx—x> _ x*Glnx-1
(In x)?

(In x)? (In x)?

’ - N 2 _ =
S0 =0 x*QBlnx—-1) O\lnx=1/5

Signo de f"(x):
/<0 /<0 />0
0 \ 1 \ e'? /r

f(x)  es decreciente en (0, D U (1, /3

es creciente en (el/3, +o0)

tiene un minimo en (e'/3, 3e)

- Xx= 0 (no vale)

—

e Griafica:
5 | [ ]
o \ [/
8
2 U 5
N lls
\
\
\
hy=mx?-1
e Dominio: (—co, —1) J (1, +0)
e Asintotas:
lim f(x)=-0 o x=-1 esasintota vertical

lim flx)=-0o o x=1 esasintota vertical
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O

lim  f(x) = +o0;  [im f(;) =0 E
0 E Ramas parabolicas

lim [f(x) = +o0;  [im S =00

X O

e Puntos singulares:

S = 2

x2-1

=0 - 2x=0 - x=0

No hay puntos singulares (x =0 no pertenece al dominio).
¢ Puntos de corte con el eje X:

=2
2 - 2 - 2_, — %
mx*-1D=0 - x*-1=1 - x4=2 <__

Puntos: (-=v2,0) y (V2,0)

e Grafica:

17 Estudia y representa las siguientes funciones:

:al)y=§'/4—.a\c2 b)y=Vx?-x
2
Ay=vVaZ—4x+5 dy- X
VaZ-1
Q) y = V4 - x2

e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

{ O

lim [(x) =—-o; [im % =0 E
0 Ramas parabdlicas

; ) [ O

lim f(x)=-0; [im —— =0

x O

e Puntos singulares:

[0 = =X - f(x) No esderivableen x=-2 nien x=2

3V (4 — x2)2
S=0 - 2x=0 - x=0
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Signo de f"(x)
>0 >0 f'<0 <0
— . — S N

f(x) es creciente en (—oo, 0)

es decreciente en (0, +)

.
tiene un maximo en (0, V4 )

e Corta al eje X en (=2,0) yen (2,0).

e Grafica:
2T ™\
/ N
I N
b)y = Vx? - x
e Dominio: (—oo, 0] J[1, +o0)
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
lim f(x) = +o0
o J ) Va2 + x
lim ——= Iim ——— =-1
X —X

lim [Vx?+x —x] =

lim  [f(x) + x|

[Vx? + x — x| [Va? + x + «]

= im -
(Va2 + x + x)

p X2+ x — x? p x 1

im = lim —= =

Va2 + x+ x Va2 + x + x 2

y=-x+ % es asintota oblicua cuando x - — ([(x) <-x+ %)

lim [f(x) = +o

™ x2ox
lim ——= Ilim ———— =1
X X
Unidad 11. Representacién de funciones
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lim [f)—x]= Iim [Vx*—x —x] =
L [Vx? — x — x] [Va2 —x + x]
= [lim =
(Va2 —x +x)
= lim Sk tim ————— =L
Va2 —x+x VaZ —x+x 2

y=x- % es asintota oblicua cuando x — +o (/(x) <x— %)

e Puntos singulares:
2x—1

"(x) = ————
S 2Vx? — x

f=0 - 2x-1=0 - x=%

No tiene puntos singulares (en x = % no estd definida f(x)).
Signo de f"(x):
/<0 no existe />0
\ 0 1 /

f(x) es decreciente en (—oo, 0]

es creciente en [1, +)

e Pasa por (0,0) y (1, 0).

e Grafica:
N
\‘ V,
\‘ V,
\‘ V,
N e
Nt
N /
O y=Vx?—4dx+5
e Dominio:
X2-4x+5 =0 - x-= 41\/1# - no tiene solucion

f(x) >0 paratodo x
D-R
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e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x) = +o0

S o Vx%+4x+5
— = lim ————=-1
X —-x

lim

lim ([0 +x]= Iim [Va?+4x+5 —x] =

(Va? +4x+5—x)(Va? + 4x + 5+ x) _

= [lim -
(VX2 + 4x + 5 + x)
_ g tdxrS-x? o dx+s
Va2 +4x+5+x Va2 +4x+5+x
_ 4,
2

Yy =-x+ 2 es asintota oblicua cuando x — —o (f(x) > —x + 2).
lim f(x) = +o0

S xZ_4x+5
Il PRI

lim

Iim [f(0) —x]= lim [Vx?—4x+5 —x] =

(Vx? =4+ 5 —x) (Va2 — 4 + 5+ x)  _

lim e
(V% —4x + 5 + x)
= lim x—2—4x+5—x2 = [lim —dx 5 =
Val—dx+5+x Va2 —d4x+5+x
=__4=_2
2

Y =x—2 es asintota oblicua cuando x — +00 (/(x) > x— 2).

e Puntos singulares:
2x — 4 _ X — 2
2VxZ—4x +5 VxZ - 4x +5

SO =

S=0 - x-2=0 - x=2
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Signo de f"(x)
<0 f>0
\ 2 /

Sf(x) es decreciente en (—o0, 2)
es creciente en (2, +o0)
tiene un minimo en (2, 1)

e Grafica:

N )
N P
N pa
N pa
DN A

’
N

2
X
DIV

e Dominio: (—oo, —1) J (1, +00)

e Simetrias: f(-x) = f(x)

—

J(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas:

lim  f(x) = +o

—

x = -1 es asintota vertical

lim flx)=+0 - x=1 esasintota vertical

lim  f(x) = +oo

_J , x —x

Iim —— = [lim = lim =-1
x Va2 -1 Va2 -1

Vx2—1

2
lim [fGo) +x] = lim [x— x] =

_ x2—xvVat-1
= lim —=——=12 - =

- fm (2% —x Va2 =1) (% + x V2 1) _
(V2 =1) (a2 + x Va2 —1)
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xtox2?2- 1D

T ) (P adol)
= lim _x4—x4+x2_ =
(Va2 =1) (x2 + x Va2 —1)
P 'Xz
-l x2Vx? =1 + x(x% = 1) )
X2
= Ilim — =0

x2Vx? -1 + x3 — x
y=-=x es asintota oblicua cuando x — —o (f(x) > —x).

lim  f(x) = +o0

im L g Xy
X Va2 -1

Como f(x) es par, la recta y=x es asintota oblicua cuando x — +oo (f(x) > x).

e Puntos singulares:

e v 2 3 3 3
S0 = Va1 2 — Do 20 - 2x o
(.X‘Z _ 1) \/(_X.Z _ 1)3 '\/(.X’Z _ 1)3
V(x2 - 1)3

x=0 (no vale)
S@=0 - x(x2—2)=0< x==2

Signo de f"(x)

/<0 />0 no existe no existe /<0 />0
\ 2 / -1 0 1 \ V2 /
f(x) es decreciente en (-0, —v2) U (1, V2)
es creciente en (—v2, 1) U (V2, +w)

tiene un minimo en (—v2, 2) y otro en (V2, 2)

e Grafica:

N /

N )4
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18 Estudia el dominio de definicion, las asintotas y los extremos de cada una de
las siguientes funciones y, con esa informacion, trata de encontrar su grafi-
ca entre las que estan representadas a continuacion:

1
= b = x
Ay sen x )y =xe
c)y=sen% d)y=%/;
ey=vVxZ+1 f)y=sen*x
Pan res | I | |
D
5 SN R
T \ WA
TT ;T[ 2T
"1 _ /ﬁ\,, 2 :
i [T 1Y :
A
il
QO N
N /
N W% ;
\\ 5 // 5 /1 ™N . N,
N 7 4 y/ N
I 3
- i B
(2 (0
K/ N\
o} /’)
N
L~ Tt 23 T D
Ay = sen x

e Dominio:
senx=0 - x=0+Tk ROZ
D=R-{mk}, kO0Z

e Asintotas:
x =Tk, kOZ son asintotas verticales.

No hay mas asintotas.
¢ Extremos:

f/(x) _ —COsX
: sen? x
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, _ e /X=T[/2+2T[]€ 7
[l =0 - cosx 0\x=3T[/2+2Tr/e (kO 2)

Signo de f"(x) en (0, 21D:

JS'<0 S>0 >0 /<0

0 3 2
\ g / s / 7T[ \ 28
f(x) es periddica de periodo 2Tt

f(x) es decreciente en (O, g) U (%, ZTE)

es creciente en (E, T[) U (TL E)

2 2
’ 1)
. L Tt
tiene un mMaximo en (7, —1)

e Griafica - @

E]

tiene un minimo en (

N

b)y = xe*
e Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x)= lim —-xe™*= -

im =X = g =L =0
e¥ e”
y =0 es asintota horizontal cuando x - —oo (f(x) < 0).

lim f(x) = +0; [im f(TX)=

+00 - Rama parabdlica
e Extremos:

S0 =+ xe¥=e¥(1 +x)

=0 - 1+x=0 - x=-1

Signo de f"(x):
S'<0 S>0

\*1/

f(x) es decreciente en (—o0, —1)

es creciente en (=1, +o0)

. . -1
tiene un minimo en (—1,
e

e Griafica - @
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c)y=sen£
2

e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.
e Extremos:

1 X
"(x) = — cos =
S0 5 €08 3

fo=0 - cosX=0 - X=-Tim . x=m+2m
2 2 2
f(x) es periddica de periodo 4Tt
Signo de f"(x):
>0 f'<0 >0

0 /r s \ 3 / 4Tt
S0 es creciente en (0, TD U (311, 41D

es decreciente en (T{ 3TD

tiene un maximo en (TT 1)

tiene un minimo en (3711 —1)
e Grafica - @
s
dy=Vx

e Dominio: R

e Asintotas: No tiene.

O
lim f(x) =—o; [im % = OE
0 E Ramas parabdlicas
lim [(x) = +00;  [im f_x =00
X O
e Extremos:
S = % - f(x) no es derivable en x =0

3Vx?
J'(x) >0 paratodo x#0.

J(x) es creciente.

e Grafica - @
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y=vaZ+1
e Dominio: R
e Simetria:
S0 =f(x) - f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +o0

A T s
— = lim —— =
X x

1

lim [f)—x]= lim [Vx?+1 —x] =

(Va2 +1-x)(Vx? +1 + x) _

Va2 +1 +x
. X2+ 1 —x? 3 1
= lim —=—_ = lim ————=0
Va2 +1 + x VaZ+1 + x

y=x es asintota oblicua cuando x — +oo0 (f(x) > x).

Por simetria:

y =—x es asintota oblicua cuando x — —o (f(x) > —x).

e Extremos:

2x _ X
2VaxZ+1 Va2l
f=0 - x=0

Signo de f"(x):

S0 =

/<0 />0
~ 0 -

S es decreciente en (-, 0)

es creciente en (0, +)

tiene un minimo en (0, 1)

e Grafica - @
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2

£) y=sen-x

e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.

¢ Extremos:
f1(x) = 2sen x cos x = sen 2x
Sx=0 - sen2x=0 - 2x=0+Tk - x=g/e, kO Z
f(x) es periddica de periodo TU
Signo de f(x) en (0, TD:

f'>0 f'<0
T
0 / 5 \ Tt

f(x) es creciente en (O, g)

es decreciente en (E, T[)
. P Tt
tiene un Maximo en > 1

tiene un minimo en (0, 0) y otro en (Tg 0)

e Grafica - @

Pagina 326

2x2+1

19 Larecta y=2x+ 6 esuna asintota oblicua de la funcion f(x) = &

S llaelvalor de ky representa la funcion.

Ha-

e Hallamos k:

Si y=2x+ 06 esasintota oblicua, tenemos que:

lim % =2, lim [f(x)-2x]=6

Por tanto:
X 2
lim f(x) =+,  [im & = [lim 241 2
X x% = kx
2 2 5.2
lim o —2x = fim [ 2L on| = gy 2T 207 2kx
x—k x—k
= gm L _op-6 L k=3
x—k
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2x2 + 1
L : =
uego: [(x) <3

e Dominio: R — {3}

e Asintotas:

lim [f(x) = —WE
[ X=3 esasintota vertical
lim f(x) = +oo E

y=2x+ 06 es asintota oblicua.

(Si x » —00, fx)<2x+06; si x » +00, f(x)>2x+0)

e Puntos singulares:

dx(x—3)—Qx?+ 1D _ 4a?—12x-2x*—1 _ 2x* - 12x-1

) =
A (x— 3)? (x— 3)2 32

@0 = 2121 - _12:Vldd+s _— ¥ 008
SO0 B IEl i ~— x=-008

Signo de f"(x):
/>0 JS'<0 JS'<0 />0
/ —0,08 \ 3 \ 6,08 /

S es creciente en (—o0; —0,08) U (6,08; +o0)
es decreciente en (=0,08; 3) U (3; 6,08)

tiene un maximo en (=0,08; —0,33)

tiene un minimo en (6,08; 24,32)

* Grifica: \ !
o ALY
1B
I\ 1215
Zant|
y/ana
20 Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la curva y = Z_xz para
g x> 1. -

En el punto P(2, —%) la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a

dicha curva.

a) Halla la ecuacion de la tangente.

Unidad 11. Representacién de funciones 6



b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particula
encuentra a la asintota vertical mas proxima al punto P.

©) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la
particula encuentra el eje OX.

D o = 24 —x?) = 2x(=2x) _ 2-2x%+4x? _ 2x*+2

(1 —x%)? (1 —x%)? (1 —x%)?
10
"2 = —
S 5
La ecuacion de la recta tangente en P es:
4 10 10 32
= _ — 4+ — -2 . = _— x —- ==
Y=zt (x=2) VS 9

b) La asintota vertical mas préxima a P es x = 1. Tenemos que hallar el punto de
interseccion de x =1 con la recta tangente anterior:

_lo, 320 -2 b
Y75 9 YT El punto es (1, _—)
- _ 9
x=1 x=1

¢) Tenemos que hallar el punto en el que la recta anterior corta al eje OX:

10, 324 10 . _32 _32_16
R @ 9 "9 T Y71 5 @ El punto es (1—6, O)
_ _ 5
y=0 y=0

21 Dada la funcion f(x) = x2[Jx —3[] halla:

S  a)Los puntos en los que f no es derivable.
b) Calcula sus maximos y minimos.
c) Represéntala graficamente.

U x2cx+3) si x<3D_ 0 3+ 3x2 si x<3

D) = Exz(x—3) si 23 gxd-3x% si x23
—8i x 3, tenemos que: f(x) es derivable. Su derivada es:

02,2 ¥
oL At +6x st x<3
f<x)_%3x2—6x si x>3

Por tanto:

S3) =98 p(3) %[5
S13D =9 g f) no es derivable en x =3 (Punto (3, 0)).

b f'x)=0 - ||%—3962+6x=0 si x<3
0 x=0 = (0,0
E3x(—x+2)=o/

T~ x=2 - (2,9

g . .
Bx?-6x=0 si x>3 - ninguno
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Como f(x) =20 paratodo x, tenemos que:

Jf(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un maximo en (2, 4).
o) lim [f(x)=+0; lim f(x) =+

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la grafica:

]
4 |
|
3 / |
\ / |
\ \
\ \!]
J4 1/ \If
/
22 Comprueba que la funcion f(x) = D‘fD tiene dos asintotas horizontales
distintas. X
" si x<0
foo=0%
si x=20
x+1
Por tanto:
lim fQ0) = lim _jcl =-1 - yp=-1 esasintota horizontal cuando x — —o
x
lim f(x) = lim f 1" 1 - p=1 esasintota horizontal cuando x — +o
X

23 Dada la funcion f(x) =ax + b + E, calcula a y b para que la grafica de f
x
pase por el punto (-2, —6) y tenga, en ese punto, tangente horizontal. Para

ese valor de a y b, representa la funcion.

f(x)=ax+b+%; f’(x)=a—§

22
. -2 L2 4= 0 -2 =20
Pasa por (=2, -0) a+b-4=-6 g a+b Sa-2 b-2
e Tangente horizontal - f(-2)=0 - a-2=00 a=2 O

Para estos valores, queda: f(x) = 2x + 2 + 8
x

e Dominio: R — {0}
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e Asintotas:

lim f(x) = _OOE
[0 x=0 esasintota vertical
lim f(x) = +o0 [J
O
S =2x+2 +% - y=2x+2 esasintota oblicua

(Si x - =00, fx) <2x+2; si x - +oo, f(x)>2x+ 2)

e Puntos singulares:

8 2x% -8
JS=2-=="———
2 2

x=-2
fl=0 - 2x*-8=0 - X2 =4 _
Signo de f"(x):
/>0 /<0 /<0 70
2 0 >

f(x) es creciente en (—oo, —2) U (2, +00)

es decreciente en (=2, 0) U (0, 2)
tiene un maximo en (=2, —6)

tiene un minimo en (2, 10)

e Grifica:

/11

24 Estudiay representa y = arcig x indicando su dominio, asintotas, interva-
los de crecimiento y extremos, si los hubiere.

y=arclgx
e Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas.
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X arc tg x |

lim f(x)=-c; [im & = lim ' S lim 1 00
x 1+x* 0O

O

X arc lg x 0

lim f(x) = +o00;  [im & = lim greEx lim =00
x 1+ x2 U

Ramas parabdlicas.

e Crecimiento y extremos:

y _ 1
S0 :

+ x2

f'(x) >0 paratodo x - f(x) es creciente
Jf(x) no tiene maximos ni minimos.
—2x
P f//(x) = ___—&anr
(1 +x%)?

ffo=0 - 2x=0 - x=0

Signo de f"(x):

1750 /<0
Hay un punto de inflexiéon en (0, 0).
/"7 |
e Grafica:

CUESTIONES TEORICAS
25 ¢Qué podemos decir del grado de una funcion polinémica que tiene dos ma-
ximos y dos minimos relativos? En esa funcion, ¢puede estar uno de los mi-

nimos mas alto que el maximo?

e Si tiene dos maximos y dos minimos relativos, y es polinémica, su derivada tiene,
al menos, cuatro raices; es decir, f'(x) serd, al menos, de grado 4.

Por tanto, f(x) sera, al menos, de grado 5.

e Si, podria haber un minimo mas alto que un maximo. Por ejemplo:
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26

27

28

Sl = XL

El minimo de x, estd mds alto que el mi-
ximo de x;,.

¢Cuantos puntos de inflexion puede tener como maximo una funcién poliné-
mica de cuarto grado?

Si f(x) es un polinomio de cuarto grado, f’(x) serd un polinomio de tercer grado y

f"(x) serd un polinomio de segundo grado.

Asi, f(x) tendrd, a lo sumo, dos raices.

Por tanto, f(x) tendra, como maximo, dos puntos de inflexion.

x+1

> no esti definidaen x =1 nien x = —1;
x

La funcion f(x) =

sin embargo, tiene solo una asintota vertical. Justifica esta informacion.

x+1
x2-1 G+ Dx-D

lim f(x) =—-0[]

J x =1 es asintota vertical
lim [f(x) =+ ]
O

) o1 1
lim f(x) lim P 5

En x = -1 hay una discontinuidad evitable, no hay una asintota.
¢Cuantas asintotas verticales puede tener una funcion? ;Y horizontales?

e Asintotas verticales puede tener infinitas. (Como ejemplo, podemos considerar la fun-

, cuya grafica esta representada en el ejercicio 18, es la grafica 2).

cion y =
VT Senx
e Asintotas horizontales puede tener, como maximo, dos: una cuando x — —o y
otra cuando x — +oo,

Da un ejemplo de una funcion que tenga un minimo en x =1 y que no sea
derivable en ese punto. Represéntala.
Uax+1 si x<1

=|x—-1]| =
y=| | Ex—l si x21
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J=0

) >0 para x# 1% - Hay un minimo en x=1, en (1, 0).

f(x) no es derivable en x =1, pues f/(17) =-1%/(1" = 1.

La grifica es:

30 Da un ejemplo de una funciéon que sea derivableen x=1 con f(1)=0 y
S que no tenga miximo ni minimo en ese punto.

Por ejemplo, y = (x — 1)3.
S =3x-D* - f(D=0
S'x) >0 para x#21 - [f(x) es creciente

En x =1 hay un punto de inflexion.

La grafica es:

+
T ——

T ——

31 Si es posible, dibuja una funcion continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al

S menos, un maximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el
punto (3, 4). Si la funcion fuera polinémica, ;cuil habria de ser, como mini-
mo, su grado?

f(x) debe tener, al menos, dos maximos y
dos minimos en [0, 4], si es derivable.

: Si f(x) fuera un polinomio, tendria, como
1 / 2 3 4 minimo, grado 5 (pues ['(x) se anularia,
al menos, en cuatro puntos).
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32 Representa la funcion y = x — arc tg x determinando el dominio de defini-
cion, asintotas, maximos, minimos e intervalos de crecimiento.

y=Xx—-arcitgx
e Dominio: IR
e Asintotas: No tiene.

lim fo) = —co;  lim f;_@= oy Xoareigx ll_m gx]=

X X

= m |1-—1L =1-0=1 - Rama parabdlica
1+ x?

0
lim f(x) = +o;  [im fT =1 - Rama parabdlica
e Crecimiento, maximos y minimos:

f,(x)=1_ 1 =1+X2—1_ Xz

+ x2 1+ x? 1+ x?

f0=0 - x*=0 - x=0

f'(x)>0 para xZ0 - [f(x) es creciente
Hay un punto de inflexién en (0, 0).

No tiene maximos ni minimos.

e Grifica:

33 Halla las asintotas de las siguientes funciones:

e*+ e 1
a) y=¢ "¢ b) y=_1
)y e¥—e™ & 1+e™
c) y=Imn(sen x) d) y=2x+ sen2x
sen x cos x
="+ f ="
)y x )y x
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e Dominio:
e¥—e?r=0 - e¥=e¥ - x=0
D =R -{0}

e Asintotas:

lim f(x) =—o0

O
O
0 x=0 esasintota vertical
lim [f(x) = +°°E

lim f(x)=-1 - yp=-1 esasintota horizontal cuando x — —oo0 (f(x) <-1)

lim f(x)=1 - y=1 esasintota horizontal cuando x — +oo (f(x) > 1)

by = . —

1+e™
e Dominio: R
e Asintotas:
No hay asintotas verticales.
=0 - yp=0 esasintota horizontal cuando x - —o (f(x) >0)
lim — 1 - yp=1 esasintota horizontal cuando x - +oo (f(x) < 1)
1+e”
)y = In (sen x)
e Dominio:

Solo esta definida cuando sen x > 0; es decir, en los intervalos (0, T U (211, 31D

UdmsmU ...
El dominio son todos los intervalos de la forma: (21t (2& + 1)1), con k0 Z.
e Asintotas:

lim  f(x)=—-o g
S O x=2km x=Qk+ DT

lim f(x) = —c[] SON asintotas verticales (k 0 Z)

No hay asintotas horizontales ni oblicuas.

(No existe  fim f(x) ni  lim [(x).

d)y = 2x + sen 2x
e Dominio: IR

e No tiene asintotas.
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lim [(x) = +o

_ S0 _ 2x + sen 2x  _
lim ——= Ilim ————— =2
X X
lim [f(x) —2x] = lim sen 2x no existe.

(Analogo razonamiento cuando x — —00).

e Dominio: R - {0}

e Asintotas:

sen x +2

lim = 3. No tiene asintotas verticales.

lim fo) = Iim f(x)=2 - yp=2 esasintota horizontal.

(La curva corta a la asintota infinitas veces).

_ coS X
by —

e Dominio: R - {0}

e Asintotas:

7 = _ool]
lim f(x) 5

O «x =0 es asintota vertical
lim f(x) = +oo[]
O

lim f(x)= lim [f(x)=0
y =0 es asintota horizontal.

(La curva corta a la asintota horizontal infinitas veces).

34 Las siguientes graficas corresponden a las funciones f(x) = x sen(Tx); g(x)
s = x2 sen(Tix); b(x) = x2 cos(1ix) en el intervalo [-2, 2].

Relaciona, de forma razonada, cada grafica con su correspondiente funcion.

T (G A V2 o
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e f(x) y h(x) son funciones pares y g(x) es impar.

Por tanto, la grifica de g(x) ha de ser la b).

e f(2)=0 - lagraficade f(x) esla o).

Luego la grafica de h(x) esla a).

e Es decir: a) h(x); b) g(x); © f(x)

PARA PENSAR UN POCO MAS

35

Para averiguar las asintotas de y = Vx?—2x tuvimos que realizar un nota-
ble esfuerzo (paginas 314 y 315). Sin embargo, utilizando el sentido comiin
y casi sin ningun tecnicismo, podriamos haberlo resuelto ficilmente. Vea-
mos como:

Va?—2x =Vx?-2x+1-1=V(x-1>-1 = V(x-1)? = Ox - 10
Es decir, nuestra funcion, para valores grandes de [x[], se aproxima mu-
choa y=[x-10

Ademas, es “un poco menor” (observa que se resta 1 en el radicando). La
funciéon y = [x — 10 esta formada, precisamente, por las dos asintotas de
nuestra funcion.

a) Averigua, de forma similar, las asintotas de:
y=vx?+2x y=VxZ—6x+12

VaZ+1

b) idem y = -

A Vx?+2x =Vx?+2x+1-1 =Vx-1D?-1 =V(x+ D? = |[x+1]

La funcién y =|x + 1| estd formada por las dos asintotas oblicuas de la funcion

y=Vx?+2x .

Va2 —0x+12 =Va?—6x+9+2 = V(x-3)2+2 =V(x-3)? = |x- 3]
La funcion y =|x - 3| estd formada por las dos asintotas oblicuas de la funcion
y=Vx?—6x+12 .

b) Para valores grandes de |x|, tenemos que:

U1 si <0
Val+1 _ |x -0 s?x
X X Ol six>0

Asi, y=-1 es asintota horizontal cuando x — —oo.

y =-1 es asintota horizontal cuando x — +oo.
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36 Aunque la palabra asintota la hemos aplicado a rectas que se aproximan a
una grafica, tiene un significado mas amplio: se dice que dos curvas son

asintoticas cuando, al alejarse del origen, la distancia entre ellas tiende a ce-
ro.

Por ejemplo, la parabola y = x> + 1 es asintdtica a la funcion:

4
y=f(x)= 2x—1 (revisa su grafica en la pagina 337).
x

4 .
- . . h'q = a2+ 4+ 1 (Simplemente hemos
Es facil comprobarlo: o1 x“+1 21 cf Io el cociente.)

La diferencia entre las dos funciones es que tiende a cero cuando
x“—-1

x - —o ycuando x - +o. Ademas, toma valores positivos, por lo que la
curvade y = f(x) queda por encima de la paribola. Este resultado permite

representar la funcién de forma mas precisa apoyandonos en la representa-
cion de la parabola:

;
/pardbola asintética
.

.

. rectas asintoticas
//7

[
|
'
'
'
'
'

[
'
-t
“a

a) Razonando igual, halla la parabola asintética a la funcion:

x3-2x%2+x+8

y determina la posicion de la curva respecto a ella.

b) Representa la grafica de la funcion teniendo en cuenta esos datos, asi co-
mo la asintota vertical y el punto singular (solo hay uno de abscisa x = 2).

x3—2x2+x+8
X

a)y =

X214+ 2
x
La pardbola es y = x% — 2x + 1.

e Cuando x — —oo, la diferencia entre la funcion y la pardbola, ﬁ, es negativa;

luego, la curva estd por debajo de la parabola.

. .8 - . .
e Cuando x — +oo, la diferencia, —, es positiva; luego, la curva esta por enci-
X

ma de la parabola.

b) Asintota vertical:

lim f(x) =—o E

0 x=0 esasintota vertical
lim [(x) = +oo %
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e Punto singular:
_ 8 _ 2x3-2x*-8
f)=0 - 2x3-2x2-8=0 - 2x-2*+x+2)=0 - x=2

Hay un minimo en (2, 5).

e Grafica:

\ 16 ,/,.-» 2-2x+1
\ [
y=fN " 12 !
. 1N ’
¥ 7
\ Q y.a
0y © / 1
|y N
ANk 7
AY vd
~ 2|
~ l»
\ 4
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CALCULO
DE PRIMITIVAS

Pagina 328

Concepto de primitiva

m  NUMEROS Y POTENCIAS SENCILLAS

La)1=x b) [2 - 2x O [V2 = V2x
3.0 [72= I b [5- c)Iva=V52x2

Pagina 329

m  POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO

a2 =l = L 2_x' _ - 5 _-5
6.a)J’( Da? = = — b)J’x i c)Ix2 -
1 _fe3_x2 _ -1 2 _H,fLlL_ 2 _-1
7. a) I x3 ,r ¥ -2 2x? b) I x3 o SR T
1 _ 5 (x=372 _ -1
8. = fx- = =
@ (x—3)? Jo= = 2= 37

5  _ 1 __ -5
b = =
ot loms

m  LAS RAICES TAMBIEN SON POTENCIAS

3 12_ .32 g3 3 /e _(3.12_ . 32_J3
9.a)I2x X Vx b)J-Z\/x sz X Vx
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10. a)J.\/x = 3.[2 xg/z—% x3 b)J.7\/x 7I\/X = 14 LRV

11.3) [V3x = [¥5 3 = V5 [ - %vﬁ _ 2937

Vox _ V2 = _ 2 V2 2 3 _
b)f__ el AL - i Tk 15

12. a)J% xV2 = x12 =

13. a) 3[—— =3Vx b) =2 f—— = 2V5x
aJ-Z\/x J’Z\/x : J-\/Sx 5) 2Vs5x 5 .

JR— 5/ _
14. 2) I Va3 = J’xm _ X2 %VX,

753 = 7 [Vad = 2 70
5/2 b)J-\/7x \/7J-\/x = V7x

= ;RECUERDAS QUE D (In x) = 1/x?

15. a)J-% =In |x|

16. a)J-xL*-s =l7’l |,X'+ 5|

®  ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

17.a) J-cos X =senx

18. a) J.cos (x + g) = sen (x + g)

19. a) I(—sen X) = COS X

20. a) Isen (x—1) =—-cos(x—T1D

)J-Sx == —=§ln|5x|

)sz+6 __sz+6 5 I f2x+ 0]

b)J-Z cos x = 2 sen x

1 N 1
b) J.cos 2x = EJ-Z Ccos 2x = > sen 2x
b) Isen X =—COS X

b) Isen 2x = %J.Z sen 2x = _—21 cos 2x

21. a)I(1+tg2 2x) = %J'za + 167 2x) = % tg 2x

b)J'tg2 2x =I(1 +1g%22x—1) =I(1 + 1g? 2x)—Il = % 1g 2x — X

Unidad 12. Céleulo de primitivas
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B ALGUNAS EXPONENCIALES

22. a)J-ex =eX

b)J'ex+1 —ext1

2x _ L (o0 1 2 2x+1 - Lo o0+1 - 1 o2x+1
23.a) J-e 2_[-26 5 e b) J-e ZIZe 5 e
Pagina 331
1. Calcula las siguientes integrales:
4 1 ™
a)I7x b) I = o) I Va
3 — 3 _3 73
d) J'VSxZ e)I\/"z_’% f)f V5
a)J‘7X4 = —j +]€ T +/€
Lo_fy2o X -1
b)‘[; J'x otk +k
— 3/2 23
Va = 1/2 = X777 _
C)I * Ix 32 3 Tk
5 — — — 3545
d)f\/ixz =I3/5 X3 =5 5 ke 5 ‘/SSX +k
e)IV; + V540 _ J-xl/5 . V5372 _ lj'x_zﬂ + ﬁJ’xl/z _
3x 3x 3x 3 3
=lxl/3 ﬁxyz +/e=%/;+2\/¥+/e
3 1/3 3 32 9
) I_\/SXS R S N R E R L LN R L
V3. x1/3 V3 13/6 13V3
2. Calcula:
a)-[x4—5x2+3x—4 b) x4 -5x2+3x—4
X x+1
4 _ 2 _ 3
C)I & > 2+ 3x-d d)J. xx 2
x _
4 2 4
a)J'x—Sx +5X—4=I( 5x+3_i)=x__5i+3x_4ln|x|+]e
X X 4

Unidad 12. Céleulo de primitivas
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b)J‘x4_5x2+3x—4 =J'(x3—x2—4x+7— 11 )=

x+1 x+1

== -2 2+ Tx—11n|x+1| +k

) ) )
g

=7i—5x+31n|x| P Ak
3 X

3 3
d)J‘ X =J’(x2+2x+4+ 8 )=x_+x2+4x+81n|x—2|+/e

Pagina 332
2
3. a)I(Sx—Stgx)=3J-x—5 tgx=%—5(—ln |cos x| + k=
=%+51n|cosx| +k
= X = o i
b)I(SCOSx+3x) SIcosx+IS 55¢nx+ln3+/e
C)I(S 1gx-5 cosx)=5J-tgx—5Icosx=3(— In|cosx|)—5senx+ k=

=-3In|cosx| — 5 senx + k

S.X‘
d [(aox- k
)I( 9= ln 10 s "

4, a)J-ﬁ =3 arclgx + k
2x
b)‘l’mﬂn |2+ 1] + k&

- -2
)J’x_'_i—J’( 2+1)=x—2arctgx+/e
x? x

(x + 1) M+ 2x+ 1 ( 2x )=
d)I 21 pER J’l+x2+1 x+n|x?+ 1] + kR
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1. Calcula:
a) J-cos4 x sen x dx b) J’Zse" * cos x dx
5
a) Icos4 x sen x dx = —Icos4 x(=sen x) dx = — % +k
Sen x — 1 Ssern x — 256’” X
b) |2 cosxdx=——1|2 cosx-In 2 dx= +k
n 2 In 2
2. Calcula:
a) Icotg xdx b)I dx
xd+1

a)J-cotgxdx=Icosx dx=1In |senx| +k
sen x

S5 (2 g2 2
b)Ix +1 e 2.[-1+(xz)2 - 2arctg(x)+/e

Pagina 336

3. Calcula: J’S_;_ dx

x2 —Vx

Hacemos el cambio x = 9, dx = 61 dt:

1 6t5
— —6361
J-sz—\/x Vil2_ 6 ras It4—t3
—6J'(t+1+
(\/x

dx

4. Calcula: J’L
1— a2

Hacemos el cambio V1 —-x% =t - 1-x%=12

-1

V1 -2

dx = dar

Unidad 12. Céleulo de primitivas
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)dl‘—6j.(—+t—ln |t—1|)+/e—

+Vx —in |§)/;—1|)+Ie=3i/;+6g/;—6ln |f/;_1| +k

—

r—1

x=v1l-1¢2

2 2
ot dz=6‘[t— dt =
r—1
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— ~ I
d =I\/l [ t d[=I_1dt=_t+le=—\/l—x2+/€

V1 - x? 12 V1 -2

Pagina 336
1. Calcula: Ix sen x dx

Llamamos I = |x sen x dx.

u=x du=dx 0
U I=-xcosx+ |cosxdx=-xcosx+senx+k
dv = sen x dx, v =—cos X[]

2. Calcula: Ix arc tg x dx

Llamamos /= Ix arc tg x dx.

u=arctgx, du= L
1+ 2

2
dv=xdx, v="—
2

2

I—x—arctgx——-]’( x )dx—x—arctgx——J-(l— )dx—
2 +x 2 1+ x2

—x—zarct x——[x—arct x]+/e=x—2arct x—ix+larct x+k=
2 §X=5 g 2 R

2
-l arctgx—lx+/e
2 2

Pagina 337

2
1. Calcula: J‘M dx
x—4

2 2
3x—5x + 1 dx = 3x+7 + 29 dx=3i+7x+29ln|x—4|+/€
xXx—4 Xx—4 2

2
2. Calcula: IM dx

2x+1
2
3 =5x+1 o (3,13, 17/4 ) ..
2x + 1 2 4 2x + 1
2 2
3 1B, 17y, |2x + 1| vp=3x 15, 174, |2+ 1| +k
2 2 4 8 4 4 8
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3. Calcula:
5x—3 xZ_2x+ 6
a) dx b) I
J-x -x (x-1)
a) Descomponemos la fraccion:
Sx—-3 _ S5Sx—3 A4, B , C
Box xx-Dx+D x x-1 x+1

5x-3 _ Alx—= D+ D+ Bx(x+ 1 + Cx(x—1)
x3—x x(x— D+ D

5x—3=Ax—-Dx+ 1) +Bx(x+ 1)+ Cx(x—1)

Hallamos A4, B y C dando a x los valores 0, 1 y —1:
x=0 0 3=-4 0 4=30

x=1 o 2=2B 0O B=1

=-1 0 -8=2C¢ O C=-4p

I |

Asi, tenemos que:

5X=3 gy - (i+ 1 __4 dx=3In|x|+n|x-1| -4n|x+1| +k
_xS_x X x—1 x+1

b) Descomponemos la fraccion:

-2x+6 __ A , B . _C _ Ax-1D*+Bx-D+C

x-13  x-1 (x-1?% (x-1)3 (x— 13

X2 -2x+6=Ax-1D*+Bx-1D+C

Dando a x los valores 1, 0y 2, queda:

x=1 0O 5=C EA=1
x=0 0 6=4-B+C[O B=0
x=2 0 6=A+B+CE c=5
Por tanto:
2 _
de:]( 1,5 )dx=m|x_1|_;+,e
(x—1)3 x-1  (x-13 2(x — 1)?
4. Calcula:
x3+22x2-12x+8 x3—4x2%+ 4x
a dx b dx
)J. x%—4x2 )Ix4—2x3—4x2 + 8x
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a) x* — 4x% = x2(x% — 4) = x2(x - 2)(x + 2)
Descomponemos la fraccion:

X3+ 22x2 - 12x+ 8
x2(x—2)(x+2)

B, _C D
X2 X =2 X+ 2

-4y
X

X3+ 22x2-12x + 8
x2(x—2)(x+2)

_ Ax(x—2)(x + 2) + Blx = 2)(x + 2) + Cx*(x + 2) + Dx*(x = 2)
x2(x—2)(x+ 2)

X3+ 22x% —12x + 8 =Ax(x —2)(x + 2) + Blx — 2)(x + 2) + Cx%(x + 2) + Dx?(x — 2)

Hallamos A, B, C y D dando a x los valores 0, 2, -2y 1:

x=0 0O = —4B 0 B=-=2
x=2 0O 80=16C b c=5
x=-2 0 112=-16D O D=-7
x=1 0 19=-34-3B+3C-D [0 -34=-9 0O A4=3
Por tanto:
3 2 _
Ix +22:c 12x+8dx=‘[(i_l+ 5 7 V=
xt — 42 X x2 x-=2 x+2

=3 In|x]| +%+Sln|x—2| —7n|x+2] +k

b) La fracciéon se puede simplificar:

X3 —4x? +dx x(x—2)? _ 1

xP— 203 —4x2 + 8x  x(x—22(x+2) S ox+2

3 _ 2
I X7 A A dx=I ! dx=In|x+2| +k
X% — 2003 — 4x% + 8x x+2

Pagina 349

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a)‘l’(4anc2 —5x + 7)dx b)I ;/ig C)I 2x1+ 5 dx d)I(x— sen x)dx

3 2

P T LR &
IVx I 4/5 4
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C)IZ ln|2x+7|+/e
22
d)I(x—senx)dx= 5 +coxx+k

2 Resuelve estas integrales:

a) I(xz +4x) (x2-1dx b)J-(x —-13dx

C)J‘\/gdx d)J'(senx + eX)dx
5 3
a)I(x2+4x) (xz—l)dx=-]’(x4+4x5—x2—4x) dx = x?’ +x4—x?—2x2+/e

4
b)j(x—l)ﬁdw%we

3/2 2,3
x3 ‘b= 2V3x

32 3tk

19} J’\/3x dx = J'\/S xV2 de =3 X
d)I(senx +eY)dx=—-cosx+e¥+k

3 Calcula las integrales siguientes:

S
3
a)I dx b)Isen(x—4)dx C)J- 7 dx d)J’(ex +3e ) dx
cos? x
3 4/3 3
. dx 173 g X =3 +k
"‘)I 72 I’“ \/2 ) 4
b)Isen(x —4dx=—-cos (x—4) + £k
7 _
C)I dx=71gx+k
cos? x
d)J’(e’“ +3eM)dx=e"-3e¥+k
4  Halla estas integrales:
S

) I 2 ax b) I — ) J’ x ;;/; dx d) J‘ - +3x2 dx

a)‘rzdx= 2n|x| +k
x
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b)I dxc =njx-1| +k
x—-1

C)IX+;/X dx=J’(l +x‘3/2) dx = In|x| ~ 2 4k
x X v

X

d)J 5 dx=3arctgx+k
1+ x2

5 Resuelve las siguientes integrales:

dx dx
—4)%d d [ —=
2 o ).r(x 42 ©) [Cr— s i s

a)I dx =In|lx-4| +k
xX—4

.
- iy
2 ol ey
c)J’(x_ 42 = @ iy
I(x e ik Ly S WY
(x— -2 2(x — 4)?

6 Halla las siguientes integrales del tipo exponencial:

a)J'e"‘/l dx b)J’e‘2er 9 dx C)Ies" dx d)J'(3x— x3dx
a)Iex‘4dx= e+ p

b)J' e+ oo = = J’ 202X+ 9 gy = 21 22X+ 9 4 b

C)J’esx dx = %J’Sesx dx = %95" +k

X _ A3 — 3x _.X‘_4
d)I(S X°) dx PER +k

7 Resuelve las siguientes integrales del tipo arco tangente:

4 + x? 3+ x2 4x2+1 1+9x2

a)I dox =I 1/4 afx=l N VP dx=lm’ctg(ﬁ)+/€
4 + 2 1+ (x/2)2 2) 1+ /2)7? 2 2
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4 dx 4/3 4V3 1/V3 4V3 ( x )
b) - — dx = = vy R
|5+ J.1+(x/\/3)2 ,[1+(x/\/3)2 ST oY

I Sdx _ _5f_2dx =2arctg(2x)+k
4x2+ 1 2) @o*+1 2

dflzdx _ 2 ﬂ=£arctg(5x)+/€

+ 9x2 3J1+@x)? 3

8 Expresa las siguientes integrales de la forma:

dividendo _ . resto
———— = cociente + ———
divisor divisor
y resuélvelas:
- 3_ 2 -
a) x2 5x+4dx b) x+2x+4dx o x+x L
x+1 x+1

2 2
a)dex=J'(x_6+ 10 )dx=x__6x+1oln|x+1|+k
x+ 1 x+1 2

: 2
b) R Sl S N o] (VRN dx =2+ x+3mn|x+1| +k
x+ 1 x+1 2

3 2
C)Ix - 5x +x—1 dx = J'(xz—x—l— 5 )dx=

2
=——7—x—51n|x—2| +k

9 Halla estas integrales sabiendo que son del tipo arco seno:
X
a)Id—L b) J’d—i c)J’e—dx @ J’d—xi
V1 - 4x2 V4 — x2 V1—e2x xV1—=(In x)?

1 2 dx
[ = =2
Ix/l-4x2 2) V1 -2

= % arc sen (2x) + k

b)I dx __ Vadx arc sen (ﬁ) +k
v 2 V1= (x/2)2 2

eX eX
) ———dx= ———— dx=arcsen(e¥) +k
I\/l—ezx I\/l—(e’@z

_ 1/x dx = arcsen (In|x|) +k

d)
Ixx/l—(ln x)? V1 - (n x)?
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10 Resuelve las integrales siguientes, sabiendo que son de la forma
If "(x) - f'(x):

a) Icosxsen3xdx b)J'Zx e* dx <) J' x dx d)J'llnsxdx
(x2+3)5 x

<oyl
a)J’cosxsenSxdx= % +k

L))IZX X dx =X+ k

x dx 1 (x2+3) -1
—_xax 2 +3) d T o h=— 2 4k
C)I 2+ 35 I O 37 e = 2 4 8(x% + 3)4

4
d)J'%ln3xdx= leilﬁL +k

PARA RESOLVER

11  Resuelve las siguientes integrales:

‘e¥’d b 24 a [Xdx
a)J'.x e x )Ixsenx x C)I\/9 = ) UxZes

a)Ix X’ dx——ISx ex’dx— 5 X+ k

b)Ix sen x? dx = %J'Zx sen x?% dx = % cos x% + k

C)I dx = L/3 dx = arc sen ( ) +k
Vo - V1 - (x/3)? 3

dox ———
d -2 Vx2+5 +k
IVx2+5
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12 Resuelve las siguientes integrales:

a)J'senxcosxdx b)IM C)J'\/(x+3)5 dx d)I_s—xdx
cos’ x 2 — 6x2
sen® x A
2
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—4

b)J’—S‘m X dx_ _ —I(—sen X) - cosO xdx="9 X 4 p= 1 +k
cos> x —4 4 cos* x

C)J'\/mdx =I(x+ 3)5/2 gy = X ;/32)7/2 k= 2\/(x7+ 37, .

d)I _Sx dx=l —12x dx=lln|2—6x2|+k
2 - 6x2 4) 2 - 6x? 4

13 Resuelve las siguientes integrales:

a) J' Va2 —2x (x—1Ddx b)I a:/'i senzx
x
C)J’L;’x)zdx d)J'\/(1+cos x)3 sen x dx

a)J’\/xz —2x (x—1) dx = %J'\/xz —2x (2x—2) dx = %J’(xz —20V2 (2x-2) dx =

1 P23 Vix? = 2003 ‘b
2 3/2 3
b)I arcsenx  ,._ arcsen*x
V1-a?
)I—(l”’”) dx I(1+znx)2 1= Qxinlx’
X 3

(1 + cos x)*?

b=
5/2 "

d)J'\/(l + cos x)3 sen x dx = —J'(l + cos )32 (—sen x) dx = —

_ =2va w;cosx)s k

14  Aplica la integracion por partes para resolver las siguientes integrales:

a)Ix In x dx b)Iexcosxdx c)J'x2 sen x dx d)J’x2 e2~ dx

e)J'cos (In x)dx f)J'.x:2 In x dx g)J'arc tg x dx h)J'(x +1)2 eX dx

a)lenxdx
1
u=hnx - du=-—dx
X
2
dv=xdx - U=—9;

2 2 2
xinxde=Inx- (X dv=2 In|x| -2 +k
2 2 2 4
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b)J’excos x dx

Ou=eX o du=edx

O
dv =cosxdx - v=senx

J'ex cos x dx = e~ sen x —éex sen x dx

I | o [
L
Ou, =e* - du,=e*dx
Edvl =senxdx - v =-cosx

I, = —e¥ cos x +J’ex cos x dx
Por tanto:

J'ex cos x dx = eX sen x + e¥ cos x — Iex cos x dx

2J’ex cos x dx = e* sen x + ¥ cos x

eXsen x+ e* cos x
eX cos x dx = + k
2
9) J’xz sen x dx

Uy =x2 o du=2xdx

O
dv = sen x dx - v =—cosx

J'xzsenxdx=—x2 cosx+I2xcosxdx=—x2 cos x + Z!xcosxdx

Ou, =x - duy=dx

DdU1 =cosxdx - v =senx

I = xsenx—J'senxdx =X Ssen x+ cos x
Por tanto:

J'xz senxdx =-x*cosx+2xsenx+2cosx+k

d)J'x2 e dx
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2 2
Por tanto: a2 e dx = X- 20 X gy b o g (X2 x 1),
2 4 2 2 4

e) Icos (In x)dx

Eu =cos (Inx) - du=-sen(lnx - % dx

dv=dx - v=x

J'cos (In x) dx = x cos (In x) + Isen (In x) dx

OooOoOood

1

aul =sen (Inx) - duy = cos(nx) - % dx

dv, =dx - v =x
I, = x sen (In x) —Icos (In x) dx

Por tanto:

J'cos (In x) dx = x cos (In x) + x sen (In x) —J'cos (In x) dx

ZICOS (In x) dx = x cos (In x) + x sen (In x)

J.COS (In x) dx = x cos (In x) + x sen (In x) ‘b

) Ixz In x dx

u=nx - du=

dv=x*dx - v=
lenxdx=m_ X_dx=m_£+k
3 3 9
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g)J'aWC 19 X dx

1
u=arctgx - du=1+x2 dx
dv=dx - v=x
arc tg x = x arc tg x — 1 a’x=xmfctg;»c—l 2% gy -
1+ x2 2) 1+x2%

=xm’ctgx—%ln A+x2)+k

h)I(x + 1D?%eX dx

Uu=((+1% - du=20+1dx

Odv=eXdx - wv=e*

J'(x +D?e¥dx=(x+ 1)2%e~ - 2£(x + 1) eXdx

OoOOoOooao

1

Ouy =(x+1 - du =dx
Edvl=exdx - v =e
[1=(x+1)e"—J'exdx=(x+1)ex—ex=(x+1—1)ex=xex
Por tanto:
J'(x+1)zexdx=(x+1)ze"—2xex+/e=
=2+ 2x+1-20)eX+hk=(2+DeX+k

+ €os 2x
2

15 Calcula Icos4 x dx utilizando la expresién: cos? x = %

4. [1 _cos2x\*_ 1 | cos?2x _ cos2x
costa=|S+ =] ==

+ + =
2

4 2

=l+ll+cos4x + COs2x _
4 4\2 2 2
1,1 cos 4x L cos2x 3, cos 4x 4+ Cos 2x
4 8 8 2 8 8 2
Por tanto:
cost e = (|2 4 cosdx | cos2x) 3 ., sendx | sen2x .,
8 8 2 8 32 2
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16 Determina el valor de las integrales propuestas en los ejercicios siguientes
utilizando la férmula de integracion por partes:

a)J‘x2 e3* dx b)J'ﬁ dx C)J'?)x cos x dx d)J'x3 sen x dx
ex

a) Ixz e3* dx
u=x* 5 du=2xdx
; 1
dv=eﬁxdx — U=?eax
Ixz 3 dx = 2 3 %Lx e3% dx
I
L
u,=x - du;=dx
1
dv, = e¥dx - v = 3 e3x

Por tanto:

2
_xze3xd_x=x_e3X_2_xeax+ieix+k= x__z_'x+i 93x+k
3 9 27 3 27

b)J’idx = J'x e~ dx

ex

Ou=x - du=dx

de =e¥dx - v=-e%

X ody=—xer+ fe¥di=xeX—eX+p="X_1 yp_=x=1 .,
eX e~ e~ ex

9) J'Sx cos x dx

Ou=3x - du=3dx
de=cosxdx -~ v=senx

J'chosxdx= 3xsenx—3Isenxdx=5xsenx+3cosx+/e

d)‘l’x3 sen x dx

Ou=2a3 o du=3x2%dx

[dv = sen x dx — v=-cosx
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J'x3 sen x dx = —x3 cos x + 5£x2 cos x dx
]
I

Ou, =x? - du =2xdx

0
del =cosxdx - v =senx

I, = x* sen x — 2£x sen x dx
A
I,

Uu,=x - du,=dx
0 2 2
dez =senxdx - v,=-C0SsX

]2=—.X'COSX+ICOS.X’dx=—XCOS.X'+S€1’Z.X‘

Asi: A = x% sen x + 2x cos x — 2 sen x

Por tanto:

J'x3senxdx=—x3 cosx+3x2senx+06xcosx—6senx+k

17 Determina el valor de las integrales que se proponen a continuacion:

a)Ix 2% dx b)Iarc cos x dx C)Ix cos 3x dx d)J'x5 e dx

a) Ix - 27 dx

u=x - du=dx
x 27
dv=2"%dx - v= TNy

X2 dx = - 27, 2 dx = 27 1 27X dx =
n 2 In 2 In 2 In 2

- —x- 2> 27
n?2 (In 2)?
b)Iarc cos x dx
-1
u=arccosx - du=———dx
V1 - x2
dv=dx - v=x
J'arccosxdx=xarccosx—‘l' =X - dx=xarccosx—V1— x* +k
1-x
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<) J'x cos 3x dx

u=x - du=dx
dv = cos 3x dx - v=%sen5x

J-xcosﬁxdx= %Senﬁx—%‘rsenﬁxdx= %sen5x+ % cos 3x + k

d[xd e dx=[x3 x%e™ dx
— OOO0O0d
u dv

u=x3 - du=3x*dx

I
m\
=

3
Hdv=x2e*" dx - v

< 3 —x3 3 3 —x3 3 3
J-x’ e™ dx = —;C e +J’x2 e dx=—;€ e™ —%e‘x +hk=

= —(—x3 iy e 4k
3

18 En el ejercicio resuelto 7 a), se ha calculado la integral Isenz x dx aplican-

do la igualdad:

1 cos2x
2 2

sen? x =

Vamos a obtenerla, ahora, mediante la integracion por partes, haciendo:

Uu = sen x -~ du= cos x dx
Odv =sen x dx - v=-cos x

J'sen2 x dx = —sen x cos x +J’cos2 x dx

Si con esta nueva integral procedemos como con la anterior, llegariamos a
una identidad iniitil (“se nos va todo”). Compruébalo.

2

in embargo, si hacemos cos“ x =1 - sen“ x, se resuelve con facilidad. Ter-
Sin embargo, si h 1 2 x, 1 facilidad. Ter:

mina la integral.

e Si apliciramos el método de integracion por partes a la integral [ cos? x dx, ten-
drfamos que:

Ou=cosx - du=—senx dx

a
de =cosxdx - v=senx
Por tanto, quedaria: [ sen? x dx = —sen x cos x + sen x cos x + [ sen? x dx
b

En efecto, es una identidad inttil (“se nos va todo”).
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2

e Sin embargo, si hacemos cos? x = 1 — sen? x, tenemos que:

J’sen2 X dx = —sen x cos x +I(1 —sen? x) dx =

= —Sen X cos x +J'dx—J'sen2 X dx = —sen x cos x + x —J'senz X dx
Por tanto:

2‘[581’12 X dx = —sen x cos x + x

J'senzxdx= —senxc205x+x +h= %x—%\sen2x+/e

19 Determina el valor de las integrales racionales propuestas en los siguientes

ejercicios:
a) I X*+2 gx b) I; dx
xZ+1 (x2-1)2
o 2x2+7x—1 _2xt+Tx—-1 . d) 2x2% + 5x 1 d
ad+aZox—1 a3+ a2

VY (I S R 2 dx=lln(x2+1)+2arctgx+k
x?+1 2) x*+1 x*+1 2

b) I L gx= 1 dx
(x? - 1? (x— D% (x + 1?

Descomponemos en fracciones simples:

1 A ,_ B ,_C . D
-2 @+D? @-D  (x-1D2 @+D  (x+1)?

1 _ Alx—D(x+ D? + Blx+ D* + Clx + D(x—D?* + D(x - 1)?
(x = D? (x + D? (r — D? (x + D?

1=Ax—-Dx+1D?+Blx+1D?+ Clx+ 1D(x—1)2%+ D(x—1)>

Calculamos A4, B, C y D, dando a x los valores 1, -1, 0y 2:

x=1 - 1=4B - B=1/4 =-1/4
x=-1-> 1=4D - C=1/4 B=1/4
x=0 - 1=-A+B+C+D - 1/2=-A+C Cc=1/4

Xx=2 - 1=94A+9B+3C+D - -3/2=94+3C - -1/2=34+CH D=1/4

J‘—(xzil)zd _I(x—n _[(x—l)z x+f<xli41> dx+1ﬁdx=

1 1 1
4.+ +1 1
7 D Tamlxr

| 1 1

4 (x+1D
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=—11n|x—1|+ —In|x+ 1] + LI A
+1
R ]
X+1 x2-1
2
L)Jv 2x% + 7x—1 dp= (22X +7x—1
X+t -x-1 (x— D+ 12
Descomponemos en fracciones simples:
22 +7x-1 __A . B . _C
x-D@+D* x-1 x+1  x+12
2x* +7x -1 _ Alx+ D*+ Blx-Dx+ D+ Clx-1)
(x— D+ D? (¢ = D+ D?
2x2+ 7x—1=A(x+ D? + Bx— D(x+ 1D+ Clx—1)
Hallamos A, B y C:
x=1 N 8 =44 - A=20
4
x=-1 - -6=-=2C - C=30
x=0 - -1=4A-B-C - B=O%
Por tanto:
_2xtrTx-1 x + 3 dx=2mn|x-1| - 5
x3+x2—x—1 (x + 1)? x+1

X3+ x?% - 2x x(x—Dx+2)

d)Jva2+5x—1 dx:I 222+ 50 -1

Descomponemos en fracciones simples:

2x*+5x-1 _ A, _B c
x(x—D(x+2) X x—1 X+ 2

2x2 +5x -1 _ Alx— D@+ 2) + Bx(x+2)+ Cx(x—1)
x(x— D+ 2) x(x—Dx+ 2)

2x% +5x—1=A(x— D(x+2) + Be(x+2) + Cx(x—1)

Hallamos A, B y C:
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Por tanto:

sz tSx-1 J-1/2d+J.ledx+ ;/2261%=

X3+ x% - 2x

=%ln|x|+2[n|x—1| —%ln|x+2| +/e=ln(

20 Resuelve las siguientes integrales:

2x—4 x
(x—1D2(x+3)

1
R — 4
) e Dar™

2x — 4
I(X—l)Z (x+3)

Vx + 2

2x+3
Rl e yerrs ks

d)fydx
x%-4

Descomponemos en fracciones simples:

2x — 4 __ 4

B + c

(x-1D?x+3 x-1

(x-—1D* x+3

2x — 4 _ AGc—D(x+3) + Blx+ 3) + Clx—1)*

(x—D?*(x+3)

(x=1?(x+3)

26 —4=Alx—D(x+3) + Blx+3) + Clx—1)2

Hallamos A, B y C:

x=1 -~ —2=4B
-3 . -10=16C

x=0 - —-4=-34+3B+C

Por tanto:

I 20-4 (58 4
(x=1?(x+3) x—1

ln|x+3|+/e D 3D+

2x+3
b)I(x 2)(x+5) w

- B=-1/20

d
- ——5/8|:|
- =5/8 |]

—1/2 dx+‘[ —5/8 dx =
(x—1)? X+ 3

(x— D2Vx ) h

Descomponemos en fracciones simples:

x+3 A

_ Alx+5) +Blx-2)

x-2(x+5 x-2 x+5

2x+3=A(x+5) + Blx—-2)
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Hallamos A y B:

x=2 - 7=74 - A=1E
xX=-5 - -7 =-7B > B=1|:|
Por tanto:
2x+3 1 1
B — = ——dx+ dx =
ooy D s
=n|lx-2| +In|x+5| +k=h|x-2Dx+35]| +k
C)Iédx
(r—1 (x + 3)*
Descomponemos en fracciones simples:
1 __ A B, C
-D+3?* x-1 x+3  (x+3)>

1

_ Alx+3)? + Blx-D(x+3)+ Clx-1)

(x =1 (x + 3)*

(x =1 (x+ 3)?

1=Alx+ 3?2+ Bx-Dx+3)+Clx-1)

Hallamos A, B y C:

x=1 -~ 1=164 - A=1/16%
x=—3 — =—4C — =—1/4 O
x=0 - 1=94-3B-C - B=-1/160
Por tanto:
J‘ 1 dx:J‘ 1/16 dx+J-—1/16 dx+J‘ —1/4 dx =
(x—1 (x + 3)? x—1 x+3 (x + 3)?
- L _1] - L 1. 1
—16ln|x 1] 161n|x+5|+4 (x+3)+
-1 x—1 1
_16lan+3 +4(x+3)+k
3x—2 3x—2
d)I x2 - (x—=2) (x+2)

Descomponemos en fracciones simples:

3x -2 ;| B _ Alx+2) +Bx-2)
(x—=2)(x+2) x—2 X+ 2 (x—=2)(x+2)
3x—-2=A(x+ 2)+ B(x—-2)
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Hallamos A y B:

XxX=2 - 4=44 - A=1
=-2 e —8=—4B - B=2

Por tanto:

Pt fi e ity

=|x-2|+2m|x+2| +k=h[|x-2|x+2?*] +k
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21 cCalcula:
a)J- dx b)J-x+2x de
x2-—x-2 X3+ x2-2x
2
c)I 5x dx d)J' 2x—3 dx
x3-3x%2+3x—1 x3-2x2-9x+ 18

dx _ dx
2l Penvmrl Kermyessy

Descomponemos en fracciones simples:

1 .4 , B _ Ax—2)+ Blx+ 1)

x+Dx-2 x+1 x =2 x+1Dx=-2)

1=Ax-2)+Bx+1

Hallamos A y B:

x=-1 - 1=-34 - ——1/3D
X =2 - 1=3B - =1/3
Por tanto:

Id—x dx=J'—1/3 dx+J' V3 =
.XZ—.X'—Z x+1 x—2

=iln|x+1| +lln|x—2| k=L X204k
3 3 3 x+1

2
b) X206 dx = (x—1+—3x =6 )dx
W a? - 2x x(x—Dx+ 2)
Descomponemos en fracciones simples:

3x% -6 A, _B 9
x(e—= D+ 2) X x—1 X+ 2
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3x2 -6 _Ax-D(x+2) + Bx(x+2) + Cx(x—1)

x(x— D+ 2) x(x—D(x+ 2)

3x2—6=A(x— D+ 2) + Bx(x+2) + Cx(x—1)

Hallamos A, B y C:

¥=0 - 6-=-24 - A=310
x=1 — -3 =3B — B=-1
x=-2 - 6=6C — C=1E

Por tanto:

J-de=_|’(x_l+i_ 1o, 1 )dx=

3+ a2 - 2x x x-1 x+2

o

%—x+31n|x| —In|lx-1] +In|x+2| +k=

S Sx2
C) dx = | ———— dx
Ix3—3x2+3x—1 _[(x—l)3

Descomponemos en fracciones simples:

Sx* A . B . C  _Ax-1?+Bx-D+C

x-1% x-1 (x-1D* (x-1)» (x—1)
5x2=Alx-1D?*+Blx-D+C

Hallamos A, B y C:

x=1 - 5=C EA=5
x=2 - 20=A+B+C[Q B=10
x=0 - O=A—B+CEC=5
Por tanto:
2
_[ 5x dx=J’( 5 .10 . 5 Y-
x3—3x2+3x -1 x=1  (x-1D> (x-1)3
=5h|x-1| - 10 _ > +k
x—=1  2(x-1)7?
d)I 2.%'—5 dX: 2x—3
x%—2x% - 9x + 18 (=2 (x-3)(x+3)
Descomponemos en fracciones simples:
2x =3 .4 , B ., _C

x—2D(x-3)(x+3) x-2 x-3 x+3
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2x—3 _Ax-=3)(x+3) + Bx—2)(x+3) + Cx -2 (x—3)

(x=2)(x=3)(x+3) (x=2)(x-3)(x+3)
2x =3 =Ax—-3)(x+3) + Blx—2)(x+3)+ Clx—2)(x—3)

Hallamos A, B y C:

x =2 — =54 — =—1/5 O

0
.x=5 — 3=6B — B=1/2 D
X=-3 - 9=30C - C=-3/100

Por tanto:

,[ 2x-3 dx=J’( -1/5 . _1/2 , =3/10

—2x?-9x+ 18 xX-2 x-3 x+3

3

=_—511n|x—2| +%ln|x—3| —1—Oln|x+3| +k

22 Resuelve las integrales:

lnx —sen x 1
)J- b)J..a\c+cosx C)J-xlnxdx
| Lte” S I—se” A/x) gx D [2X=3 ax

e +x x x+
2) arctgx h) sen x

_[ Icos x

2
J'Z”xd =J’% znxdx=l”_2|£L+/e

b)J’l_Sﬂdx= In|x+ cosx| +k
X + cos x

O e [ el
xInx
d)J’—1+ex dx =In|eX+x| +k
e’ +x
e)J'—Sen(l/X)dx=—J' 1sen( )dx—cos(l)+/€
x?2 x? X ¥

f)J’ 2x = 3 dix J’(z-L)dx=2x—7m|x+z| +
x+2
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)Joarctgxd J- arc 1g x dx = arctg X ik
1+ a2 1+ a2

2

B (<S5 gy = _[(sen x) (cos )t dx= =S 1 Ly

costx -3 3 cos x

23 Calcula las integrales indefinidas:

sen \/; In \/;

a)Ide b)Iln(x—3)dx c)J' —d
Va Va
d)Iln (x2 + Ddx e)I(ln x)2dx f)J'ex cos e*dx
2
h) I A=) 4y
1+x
)J' scn\/x ——ZJ'— (—sen V) dx = =2 cos (Vx) + k

b)Iln (x —3)dx

Eu=ln(x—3) o odu=—  dx
x—-3

dv=dx - v=x

J'ln(x—S)dx=xln|x—3| —J'XD_C3 dx=xIn|x—3| —J'l + xES dx =

=xln|x-3| —x-3m|x-3| +k=x-3)In|x-3| —x+k

C)Iln\/xdx
x
u=mvx - du=i_ L_—idx
Vx 2Vx 2«
U=L_dx -~ dv=2Vx
Vax

J' hi/\/x dx=2Vx nVx— I 2V dx = 2Vx In \/;—J’% dx =

X

=o2VxinVx—2Vx+k=2Vx(nVx—1) +k
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d)J'ln (x% + Ddx

u=mw*+1 - du-= sz dx
x“+ 1
dv=dx - v=x
J-ln(x +Ddx=xInx*+1) - J- dx =
x2+1

=xln(x2+1)—J'(2— 2 )dx=xln(x2+1)—2x+2m’ctgx+le
x?+1

e) J’ (In x)* dx

Eu=(lnx)2 . du=2(lnx)~%dx

dv=dx - v=x

J'(lnx)zdx=x(lnx)2—ZIlnxdx=xln2|x| —2xin|x| +2x+k

f) J’ex cos e¥dx = sene* + k

g)f I(x+1>(x—1)

Descomponemos en fracciones simples:

-1 .4 ., B _ Ax-1D +Bx+D

x+Dx-1 x+1 x-1 x+Dx-1

Hallamos A y B:

x=-1 - -1=-24 - A=1/2 0

O
x=1 — -1 = 2B — =—1/2|:|
Por tanto:
1 o = 1/2 + —1/2 d =
1—x? x+1 x—1
1 1
=Eln|x+l|+31n|x—1|+/e=ln +k

2
h)J’(l—x) e Ix_2x+1dx=I(x_3+ 4
1+x x+1 X+

=x7—3x+4ln|x+1| +k
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24 Resuelve:

a)Il+ex

[l En el numerador, suma y resta e”.
X+
3 dx

b).[ V9 — x?

[ Descomponla en suma de otras dos.

a)I 1 dx=I =J’(l— al
1+e" 1+e*

b) X3 == e+ (D
.r\/9 x2 VO — &2 .I\/9—X2

dx

1+e¥—e¥
1+e*

dx =

)=x—ln(1 +e)+k

= V9 — x? +Sj% dx = V9 — x?2 +3arcsen(3)+/e

x/3)?

25 Resuelve por sustitucion:

a)J'x\/x+1dx b)I /{/f
X—VX
d)‘l’;dx e)I

0 a) Haz x +1=12 b) Haz x =t

x+Vx

a)‘rxw/x +1 dx

Cambio: x+2=1t> o dx=2tdt

J'x\/x+ 1 dx =J'(t2 — D¢ 2tdt =J'(2t4 21%) di =

2V + 1S 2Ve+ 1),
5 3
b)I
X — \/X
Cambio: x=1t% - dx=4t3dt
dx _ _ cA’dt _ cAt*dt _ 4 32 dl
J.x—4\/x It4—t It3—1 5,[15_1
= |V -]k
3
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x+1
°f

1+x

=X B v k=
3

©



Y [—2—
CIVx+1 "

Cambio: x+1=1%2 o dx=2tdt

2 _ 3
IL dx=J’u-2tdz=J’(zz2-2)dz=2L-2r+k=
Vx +1 t 3

_ 2V + D3
3

—2Vx+1 +k

d)‘l';dx

Cambio: x+1=1%2 o dx=2dt

1 2t dt 2 dt
1 dx= -
.[ ~ (2= Dt +DGE-D

Descomponemos en fracciones simples:

2 __ 4 +_B _ AG-D + B+ 1)
G+D0a-1) r+1 r—1 +D0U-1

2=A0t-1)+ B+ 1)

Hallamos A y B:

t=-1 - =24 - A=—1S
t=1 — =ZB — B=1 D
Por tanto:
2 dt -1 1
= + dt=-In|t+1| +In|t-1| +k=
+DE-D I(Hl t—l) | | | |

-1
= [l Af]*

I;dx:lnDMD+k

e)I L g
x+Vx
Cambio: x=1> = dx=2tdt

J- 176196= 2t dt =I2dt=21n|t+1|+k=
x +Vx 1>+t t+1

=2mm(x + D +k
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f)J’ X
1+x
Cambio: x=1t> = dx=2tdt
v _ 2
Vx = (Lo2tdt _ 207 dr (2_ 2 )dt=
L+ 1+12 1+12 1+ 12

=2t—-2arctgt+k=2Vx —2arcigVx +k

26 Resuelve, utilizando un cambio de variable, estas integrales:

a)Ivmdx b)Iez+x3ex c)J’de d)J’ 1 ux

e +1 1+Vx

U a) Haz sent=2x/3.

a)I\/9 — 4x2 dx

Cambio: sent= Z?X - 3 sent - dx-= 3 cos t dt

2

=
)

J'\/9—4x2 dx=‘[-\/9—4'%sen2t ~écostdt=J’5 cost~%costdt=

=2 Ccostrar=2 (L o<cos2) = 2(Liv Lo vr-
2 2 2 2 2\2 4

=2t+2sen2t+/e=2m’csen 2 +2~Zsentcost+/e=
4 8 4 3 8

\S)

42
=2arcsen 2x +2-2—x'\/1—i+/e=
4 3 4 3

dx
b)I er _ Sex

Cambio: eX = > x=nt - dx=%dt

_dx e Wt gl a1
J.ezx—Sex Itz—st It5—5t2 IZZ(Z—S)

Descomponemos en fracciones simples:

1 A, B, C _ A4G@-3)+Bt-3)+Ct?
r2@E-3 t 2 13 12(1 - 3)

1=At(t—3) + B(t—3) + Ct?
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Hallamos A, B y C:

t=0 - 1=-3B - B= 1/3%
t=3 — 1=9C — C=1/9|:|
t=1 - 1=-24-2B+C - A= 1/9%

Asi, tenemos que:

J- 1 dt:J.(—l/9 R Vi< R Vi 2 D

12(t—3) t 12 -3
e e s L=z vk
9 9
Por tanto:
dx L eve Ly Lo 3] 4=
eZX 3836 9 9
S N
9 3pX 9

C)J,egx;ex dx

e*+1

Cambio: e*=t - x=Int - dx=%dt
3x _ ,x 3 _ 2 _
udx= ¢ ¢ ~ldl‘= 4 1 dt = (1_ 2 )dt
e +1 rr+1 0t r*+1 12+ 1

=t—2arctgt+hk=e*-2arctg(e® +k

1
d) — .
Il+\/X :

Cambio: x=1> = dx=2tdt

J‘ LI J’Z”” I( 2)dt=2t—2[n|1+t|+/e=
1+ Vx 1+1 1+1

=2Vx -2 +Vx)+k

27 Encuentra la primitiva de f(x) = : +13x que se anula para x = 0.
S
Fo) = [——— ax-1L dx = L ln|1+3x|+/e
+ 3x 3) 1+ 3x

F(0)=k=0

Por tanto: F(x) = % In|1 + 3x]|
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28 Halla la funcion F parala que F'(x) = lz y F() =2.
x

F(x)=J’de=i+/e
x2 X

FH=-1+k=2 0O k=3

Por tanto: F(x) = ;—1 +3

29 De todas las primitivas de la funcion y = 4x — 6, ;cual de ellas toma el valor
4 para x=1?

F(x) =J'(4x—6) dx =2x2—6x+k

F(H)=2-6+k=4 0O k=8

Por tanto: F(x) = 2x% — 6x + 8
30 Halla f(x) sabiendo que f"(x)=6x, f(0)=1vy f(2)=5.

Je) =I6x dx =3x%*+¢
J(x) = 3x* + 1
f(=c=1

f(x)=J'(3x2+ 1D dx=x5+x+/eE

Por tanto: f(x) =x3+x-5
31 Resuelve las siguientes integrales por sustitucion:
ex o
a)Ide b)J-\/ex—ldx
1-Ve~
U a) Haz Ve* =1 b) Haz Ve -1 =t.
X
a)J’e—i dx
1—Ve*
; X — x/2 = X _2
Cambio: VeX =t - eY2=t E—lnt - dx—le

J- er =Jv12.(2/t)dt= 2tdt =I(_2+ 2 )dt=
1 Je* = 1—1 1-1

=2t-2n|1—t] +k==2Ve¥ —2n|1-Ve*|+k
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b)I VeX— 1 dx

Cambio: VeX—1=1 - e*=t2+1 - x=m@*+1) - dx-=

2
Ve — 1 dx= (1 —2 gr= (2" 4= (2— 2 )dt=
12+1 12+1 12+ 1

=2r—-2arcigir+k=2ve*—1 -2arcigVe*-1+k

2
32 cCalcula J’ﬂ dx.

1+ cosx

U Multiplica numerador y denominador por 1 — cos x.

sen’ x _ sen®x(1—cosx) 4. _ rsen’x(1—cosx) . _
1+ cosx I(1+cosx)(1—cosx) I 1= cos? x

2

2 _
=J'S€n x (1 — cos x) dx=J'(1—cosx)dx=x—senx+/e
sen‘ x
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33 Encuentra una primitiva de la funcion:

S

S(x) = x?sen x

cuyo valor para x = Tl sea 4.

F(x) = J'xz sen x dx

Integramos por partes:

Ou=x2 o du=2xdx

dv =senxdx - v=-cosx

F(x) = =x? cos x + Zéx cos x dx
o
I
Ou, =x - duy=dx
O
Qdv, = cosx dx - v, =senx

[1 = XS@HX—IS@WXO[.X=.XS€7ZX+ CcoS X

Por tanto:

F(x) = —x% cos x + 2 x sen x + 2 cos x + kU
Fm=m-2+k=4 0 k=6-T [

F(x) =-x*cosx+2 xsenx+2cosx+6—T¢
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34 Determina la funcion f(x) sabiendo que:

S
Sf'xX)=xmx, f(1)=0 Yy f(e)=%

S0 = J'x In x dx
Integramos por partes:

u=hnx - du=ldx
X
x?
2

dv=xdx - v

o X2 X _x? x2 _ x? 1 U
S0 TInx—J'de Tan_T+/e 7(1’”“2)”@%
a
= L)y pa g _1 .
S 2( 2)+Ie 4+/e 0 0O &k T E
f’(x)=x—zlnx—— + L
2 4
2
f(x)=J-[x7(ln ) de[ Llnx— de+—x
ﬁﬂ o o
u—(lnx—l) . du=ldx
2 X
2 3
dv="-dx - v=

3 3 3

1= x—(lnx—l)— x—dx=x—(lnx—l)—x—

6 2 6 18

Por tanto:
X3 1 x3 1

[l = A (l nx 2) 18+4x+/e E
0
ed e3 e el e e e’
=———+ —thk=—+—+k=— 0 k=-—
/@ 84 T3 T 4 36%

x5 1 x3 1 e’
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35 Calcula la expresion de una funcién f(x) tal que f'(x) = x e y que f(0) =

S
S = Ix e dx = —%J’—Zx e dx = _1 e~ 4 p

[\

O =-L+r=-L 0 p=1
2 2

Por tanto: f(x) = —% e+ 1

36 Encuentra la funcion derivable jf:[-1, 1] - R que cumple f(1)=-1 y
S
Ux2_2x si -1<x<0
S = D -1 si0sx<1

eSi x#0:

X3
700 ?—x2+/e si —-1<x<0
X) =
e¥—x+c¢ si 0<x<1

1
>

e Hallamos %k y ¢ teniendo en cuenta que f(1) =-1 y que f(x) ha de ser con-

tinua en x = 0.

fM=-1 0 e-1+c=-1 0O c=-e

lim fo)=k U
im f(x) 0

x - 0
O k=1-¢
lim _f(x) =1-el
x -0 O
x—ﬁ—x2+1—e si -1<x<0
Por tanto: f(x) = [ 3 -
eX—x—e si 0<x<1

37 De una funcion derivable se sabe que pasa por el punto A(-1,-4) y que su

S derivada es:

DZ x si x<1
/x six>1

S'(x)=

a) Halla la expresion de f(x).

b) Obtén la ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = 2.

a)Si x#1:

22
2x ——+k si x<1
S = 2

Inx+c si x>1
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Hallamos k y ¢ teniendo en cuenta que f(-1) =—-4 y que f(x) ha de ser con-
tinuaen x=1.

5 3
1) =_2 =_4 0O =_2
JfE=D > +k 4 k 5
p _3 3 _,0
lim () =2 _ 2 =
Jm > -0
Oc=0
p 0
I (x)=c¢
xl—{nl*f 0
xz 3
26— — — = <1
Por tanto: f(x) = ) 2 X
In x si x21

b f(2) =In2; f(2) =

l\)l»—\

La ecuacion de la recta tangente serd: y=/n 2 + %(x— 2)

38 cCalcula:

a)IDl — x(dx b) J'(3 + Ox0)dx C)J.sz— 10dx d)J'D% - ZDdx

a) IDI — xOdx

. El—x si x<1
b= 0= -1 +x si x21

x—7+/e si x<1
Eﬂ@=fm—xmm=
X .
—x+7+c si x=21

En x =1, la funcién ha de ser continua:

lmf®=%+km

1 O
ool D%+/€=—%+c O c=1+k
_ . 1 0
/ =_— +
S 0= g e
Por tanto:
2
x—%+/e si x<1

J'ljl—xljdx= )

—x+x7+1+/e si x21

Unidad 12. Céleulo de primitivas é



b) J’ (3 + k) dx

03 —x si x<0

= 0
3+ D] B3 +x si x=20

2
3x—x7+/e si x<0

S = J'(S + N dx = 2

X .
3x+7+c si x20

En x =0, f(x) ha de ser continua:

17 (x) = k0
im [f(x a

x - 0
Oc=kFk
lim f(x) = cU
X - 0+ D
Por tanto:

2
Sx—x—+/e si x<0

I(S + () dx = 2

3x+x7+/e si x=20

c)J’sz— 10dx

O2x+1 si x<1/2

~10- O
D=0 i1 s w212

—xZ+x+k si x<%
f(x)=ID2x—1|:|dx= 1
x2—x+c si x2=
2
f(x) ha de ser continua en x = %:
P _ 1 O
Iim fx)=—+k
x - (1/2)° 4 O 1 1
O Z+/€=—2+C O
) 1.0
lim () =—— +¢
x~>(1/2)+f 4 O
Por tanto:
X2 +x+k si x<%
IDZx—ll:ldx= 1 1
x2—x+—+k si x=2=—
2 2
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d)J'D%—ZDdx

X .
——+2 si x<4

05~ 2F Hx

——2 si x=4
2

52
-+ 2x+k si x<4

S = I D% ~ 2[Jdx = x24

—__2x+c¢c s x=24
4

f(x) ha de ser continua en x = 4:

lim [ =4+k 0
X -4 O

O4+k=-4+c [0 c=8+k
lim f(x) = -4+ cU
x - 4" O

Por tanto:

2

—%+2x+/e si x <4

ID% - ldx =1 ,

7—2x+8+/e si x=4

2 2

39 cCalcula J';dx.
sen? x cos? x

2

2

sen? x + cos? x

1 = SCWXT COTX g =
sen? x cos? x sen? x cos® x

- 2
sen* x cos* x
= > 5 dx + > 5 dx =
sen* x cos* x sen* x cos* x

=I 1 dx+J' 1 dx =1gx—colgx+k
cos® x sen? x

CUESTIONES TEORICAS

40 Prueba que, si F(x) es una primitiva de f(x) y C un namero real cual-
S (quiera, la funcion F(x) + C es también una primitiva de f(x).

F(x) primitiva de f(x) < F'(x)=f(x)

(F(x) +C)' = F'(x) = f(x) O F(x) +C es primitiva de f(x).

Unidad 12. Céleulo de primitivas @



41 Representa tres primitivas de la funcion f cuya grafica es 2 S
esta:
[ =20 F=2x+k
Por ejemplo: A2
Fl(x) = 2Xx o) // F3
F,(x)=2x+1 4
/
Fy(x) = 2x -1

cuyas graficas son:

42 Representa tres primitivas de la funcion f:
fo=2x 0 Flx)=x>+k

Por ejemplo:

F(x) = x?

e =i+ 1 \ i /

o1 W\ ’ /i

; \ : 1]
cuyas graficas son: \ 4 /
N/
N\ /,
N7/
—4 -3 - -1 4
I
43 Sabes que una primitiva de la funcion f(x) = % es F(x)=In[x[ ¢Por qué

se toma el valor absoluto de x?

S = L esta definida para todo x # 0; y es la derivada de la funcion:
x

Eln x st x>0
Feo = On (=x) si x<0

es decir, de F(x) = In|x]|.

44 En una integral hacemos el cambio de variable e* = t. ;Cual es la expresion
de dx en funcion de ¢?

eX=t - x=Int - dx=%dt
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45 Comprueba que: I dx = InJsec x + tg x(O+ k
c
1

Tenemos que probar que la derivada de f(x) = In|sec x +1g x|+ k es f/(x) = .
cos x

1+ senx

Derivamos f(x) = lnﬂﬂ + k:
cos x
2 2

cos? x + sen x(1 + sen x) COS“ X + sen x + sen- x
2
cos* x cos x
S =
1 +sen x 1+ sen x

cos X

1+senx _ 1
(1 +senx) cosx  cosx

1

—————dx=mlmg xO+k
sen x cos x

46 Comprueba que: J’

Tenemos que comprobar que la derivada de la funcion f(x) = In|tg x| + k es

1) = 1

Sen X cos x

Derivamos f(x):

i) = cos?x _  1/cos’x  _ 1
19 X sen x/cosx  Sen x cos x

47  Sin utilizar calculo de derivadas, prueba que:

F(x) =

y G(x) = —x*

+ x4 1+ x4

son dos primitivas de una misma funcion.

Si F(x) y G(x) son dos primitivas de una misma funcién, su diferencia es una
constante. Veadmoslo:

=1

F(X) - G(x) = —1L 4_( —X

4 )_1+X4
1+x 1+ xt

B 1+ x4
Por tanto, hemos obtenido que: F(x) = G(x) + 1

Luego las dos son primitivas de una misma funcion.

48 Sean fy g dos funciones continuas y derivables que se diferencian en una
constante. ;Podemos asegurar que f y g tienen una misma primitiva?

No. Por ejemplo:

[ =2x+1 - F(x)=x2+_x+/e%

g =2x+2 - G =x%+2x+c[
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fx) vy g(x) son continuas, derivables y se diferencian en una constante (pues

[ = gl - 1.

Sin embargo, sus primitivas, F(x) y G(x) respectivamente, son distintas, cuales-
quiera que sean los valores de k y c.
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49 Para integrar una funcion cuyo denominador es un polinomio de segundo
grado sin raices reales, distinguiremos dos casos:

a) Si el numerador es constante, transformamos el denominador para obte-
ner un binomio al cuadrado. La solucion sera un arco tangente:

dx -
Ix2+4x+5 (x+2)2+1
(Completa la resolucion).

b) Si el numerador es de primer grado, se descompone en un logaritmo ne-
periano y un arco tangente:

(x+5dx _1¢ 2x+10 20+2 o1 8 dx
Ix2+2x+3 2 x2+2x+3 ZJ-x +2x+3 2) x2+2x+3

(Completa su resolucion).

a)I dox =I dux =arciglx+2) +k
X%+ 4x + 5 (x+272+1

(x+dx _ 1 2x + 10 2x + 2 1 8 dx
"f 2] HSTreea] e
x2+2x+3 2 x2+2x+3 "2 x2+2x+3 2) x2+2x+3

1 dx
— 2+ 2x+3) +4f—4X -
2 I(x+1)2

%ln(x2+2x+3)+2'r(d—x =

X+_1)2+1
V2

L2+ 2x+3)+ 2\/5-[' (V2) dx =
2 (x+ 1)2+ 1

L2+ 26+ 3) +2v2 ozrctg(X+1)+/e
2 V2
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50 Observa como se resuelve esta integral:

I= x—”dx
Ix3+2x2+3x
x3+2x2+3x=x(x%2+2x+3)

. < - + A +
La fraccion se descompone asi: — X+*1 A4, Bx+C
X x2+2x+3

x3+2x2+ 3x

Obtenemos: A = B=— C=

1
3

Sustituimos: I = d - = dx
3 x2 +2x+3

(Completa su resolucion).

1 1
3’ 3’

Completamos la resolucion:

-= d—— dx =
3 x2+2x+3

=—ln|x| _2x=2 dx——ln|x| 2x+2-4 g
6 x+2x+3 3 6 x2+2x+3
=—ln|x| _2x-2 dx+2 _dx O
6 x2+2x+3 3 x2+2x+5
=lln|x|—lln(x2+2x+5)+ ﬁarctg(X+1)+/e
3 6 3 V2
® (Ver en el ejercicio 49 apartado b) el cilculo de Id—x)
x2+2x+3
51 Resuelve las siguientes integrales:
2
)sz 2x=1 gy b)J' 1 ax C)J.—x *3x+8 g
x3+x x3+1 x2+9
) J’ 20+ 10 4y S} J'#dx ) dx
a2+ x+1 x2+3x+4 (x+1)2(x2+1)

U e) Multiplica numerador y denominador por 4.

a).[x + X :IX(Z;Z—+1D w

Descomponemos la fraccion:

_2x=1 _ A, Bx+C _ A?+ 1) +Bx’+Cx
x(x2+ 1) X x2+1 x(x2+ 1)

2x—1=Ax%+ 1) + Bx*+ Cx

Unidad 12. Céleulo de primitivas Q



Hallamos A, B y C:

xX=0 - -1=4 g 4--1
x=1 - 1=24+B+C - 3=B+C [0 B=1
x=-1 & 3=24+B-C > -1=B-CH C=2

Por tanto:
J'z.x—]. d I( + x+ 2 )dx:
X3+ x xZ+1

=Iidx f dx+2I
X x2+1 x2+1

=—In|x| + ? x>+ 1D +2arcigx+k

b) I dx = dox
x3+1 (x+ D> —x+1)
Descomponemos la fraccion:

1 - A4 , _Bx+C

(x+Dx?-x+1) x+1  x2_x+1

- A?—x+ D +Bx(x+ 1D+ Clx+1
x+D2—x+1

1=Ax?—x+ 1D +Bx(x+ 1D +Clx+1)

Hallamos A, B y C:

x=-1 - 1=3A — A=1/3E
x=0 — 1=A4A+C — C=2/3|:|
x=1 - 1=A+2B+2C > B=—1/3E
Por tanto:
1 2

U oo (23 s (3 3 g
3+ x+1 x?—x+1

=—ln|x+1|——J' : =
—x+
=—ln|x+1| 6_[ zxxfl dx =
= —In|x+1| éjlif_;:?dx_
=—ln|x+1| 2 el N S
6 x?-x+1 xc—x+1
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-1 e L dx
3ln|x+1| 6ln(x x+1)+2J- B
2 4
1 1 1 4/3
=§ln|x+l|—€ln(x2—x+ 1)+7J-de=
V3
_1 1, 00 V3 23 _
5ln|x+1|—6ln(x x+ 1+ —= 3 —(2x11)2+1 dx
V3

=%l”|X+1|—%ln(x2—x+ D+ % arctg(zgi/;l)+/e

2
o [XET2XTO +SX+8dx= (1+Sx )dx X+ 3% gx— dx _ _
x*+9 x*+9 x*+9 x*+9

B 1/9 e =
2.[ x% + 9 (x/3)? + 1

= +—l 2+ — arct, + k
=x n(x=+9) — 3arcg(5)

d)J- 2x + 10 dx:J'2x+1+9 dx:J‘ 2x + 1 dx+9J' 1 d =
x2+x+1 x2+x+1 x2+x+1 x2+x+1

= In(x? +x+1)+9I( ax
2 4

x+—) 3

23 B
= In(x? +x+1)+6\/3j'—(2x+1) . dx =

V3

= In(x2+x+1) +6V3 arctg(zpi;l) + R

3
2 8
e)f———dx=| ———dx=| —— =
Ix2+3x+4 4x% + 12x + 16 I(2x+5)2+7
(a8 VT N7
(inS) ‘1 7 2 (2xi3) i1
V7 V7
= 4\7/7 arctg(zf/+3)+/e
7
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ol dx
e+ D22+ D
Descomponemos la fraccion:

1 __A ,_ B . Cx+D

x+ D22+ x+t1  (x+ 1)2 xz+1

1=Ax+ D2+ D+ B2+ D+ Cx(x+ D2+ D(x+ 12
Hallamos A, B, C' y D:

x=-1 - 1=2B - B=1/2 A=1/2
x=0 - 1=A+B+D B=1/2
x=1 o 1=4A+2B+4C+4D C=-1/2
x=-2 - 1=-54+5B-2C+D D=0

Por tanto:
.[ dx =.[( v2 o121 x|\
e+ D2 (x2+ 1) x+1  (x+1D? 2 x2+1
-1 N SR B WO
2Zn|x+1| TOTE 4ln(x +1D+k

PARA PENSAR UN POCO MAS

52

Se llama ecuacion diferencial de primer orden a una ecuacion en la que, ade-
mas de las variables x e y, figura también y' Resolver una ecuacion dife-
rencial es buscar una funciéon y = f(x) que verifique la ecuacion propuesta.

Por ejemplo, la ecuacion x y% + y'= 0 se resuelve asi:

d
y'=—xy* —y=—xy2 - dy=-xy*dx

dx

Separamos las variables:

d d

—32; =—xdx - J'—JZ) =J’(—x) dx

y y

2
Lo XLy 2
y 2 x?-2k

Hay infinitas soluciones.

Busca la solucion que pasa por el punto (0, 2) y comprueba que la curva que
obtienes verifica la ecuacion propuesta.

e Buscamos la solucién que pasa por el punto (0, 2):

2 o 2=-2 0 _4k=20 k==L
x% =2k —2k 2
2

x2+1

y =

Por tanto: y =
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e Comprobamos que verifica la ecuacion xy? + ' = 0:

2
xy2+y,=x( 2 )_ 4 _ 4 dx
x2+1 (x? + 1)2 2+ 12 (k2 + 1)?
_ 4 4x

(x? + 1)? (x? + 1)?

53 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)yy'—x=0 b)y?y'—x%=1 Ay —xy=0
Ay Vx-y=0 e)y'e¥+1=e* Hx?2y'+y2+1=0
Ay —x=0

y’=£ g b _x U ydy=xdx 0O J'ydy=J'xdx

Yy X )

2 2

L X sk O pP=x?e2k

2 2
b)yzy/ xz_l

,_ 1+ x?2 dy _ 1+ x? 2 _ 2
y'= > O ol e O y dy=~10+x°dx

3

3
J'y2dy=I(1+x2)dx O y? x+%+/em

O p=3x+x3+3k O y=V3x+xd+ 3k

QY —-xy=0

Y =xy O d—y=xy g d—y=xdx a J'd—y=J'xdx
dx Y Y

2 2
n|y| = X?Jr/e O |y|=e@72+k
Dy Vx —y=0

y=2 g &_2Y g d_d& g Id_y= ax
Vx dx  x y y Vx

Iyl =2Vx +k O |y|=e2Vx+k

ey eV+1=e"

y,=ex—1 0 dy _e*—1

eV dx ey

eVdy=(Ee*-1Ddx O J'ey dy = J’(e"— D dx

eV=e*—x+k O y=hE*-x+hk

Unidad 12. Céleulo de primitivas @



H a2y +y?+1=0

12 _ 2 B
Y= 1-9" dy _A+y9 o b _ZLl g
X2 dx x2 1+92 x?
dy -1 1

=|—dx O arcigy=—+%k
1 +y? _Ixz 8V %

1
=tg|=+k
vt o)
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LA INTEGRAL DEFINIDA.
APLICACIONES
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Dos trenes

Un Talgo y un tren de mercancias salen de la misma estacion, por la misma via
y en idéntica direccion, uno tras otro, casi simultdneamente.

Estas son las grdficas TIEMPO - VELOCIDAD de ambos movimientos.

VELOCIDAD
(en km/h)

120

100

TALGO
........ MERCANCIAS

80 1t

60

40

20

TIEMPO
(en horas)

1 2 3 4
Como podemos ver en la grafica, el Talgo, a las dos horas, reduce su velocidad:
¢A qué puede deberse?
¢Por qué no aminora la marcha también el otro tren?

A las tres horas ambos trenes modifican su marcha: el Talgo para durante breves
minutos, mientras que el de mercancias va muy despacio durante media hora.

m Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos
calculos:

a) El Talgo, durante 2 h, va a 120 km/h. ;Cuantos kilémetros recorre a esa velo-
cidad?

b)De 2 a 2 el Talgo disminuye su velocidad. ;Cuantos kilémetros reco-

1
Z’
rre a esa velocidad?

c) El tren de mercancias aminora la marcha a las 3 h. ;Qué distancia ha recorrido
hasta ese momento?

d) ¢(Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en que
va a baja velocidad?

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones




Haciendo los calculos anteriores, podras comprobar que:

Ambos trenes recorren 240 km a velocidad normal. Reducen la velocidad
en el mismo lugar y recorren, asi, otros 15 km (puede ser debido a obras
en la via) y, a continuacion, recupera cada cual su velocidad normal. (Es
decir, el tren de mercancias no frena cuando el Talgo, pero si donde el
Talgo.) Mas adelante el Talgo para en una estacion.

e) ¢A qué distancia de la estacion de salida esta esta otra en la que para el Talgo?

f) Observa que en todos los calculos que has realizado hasta ahora se han
obtenido areas bajo las graficas, roja o negra. Sefiala los recintos cuyas
areas has calculado y asigna a cada uno su area correspondiente.

a) 120 - 2 = 240 km.

b) A 60 km/h durante % de hora, recorre 670 =15 km.
©) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.

d) Va a 30 km/h durante % hora, luego recorre 30 - % =15 km.

e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:
120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas

60 - % = 15 km el siguiente cuarto de hora

120 2 = 90 km los siguientes tres cuartos de hora

Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

f) VELOCIDAD 120
(km/h)
100
80
60 Areq 240 Areq TALGO
40 90
20
L TIEMPO (horas)
1 2 N\ Area 3 4
15
VELOCIDAD 80 - , 1
(km/h) . : 0 '
60 4+ ! P
o4 Atea| 24 i MERCANCIAS
20 c
——> Area 15
|: TIEMPO (horas)
1 2 3 4
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Consumo de energia eléctrica

La grdfica nos da la potencia eléctrica que bay en funcionamiento en una vi-
vienda, a cada instante, entre las 7 de la maiiana y las 12 de la noche.

POTENCIA
(en watios)
1000
500
100 TIEMPO
" (en horas)

78 10 12 14 16 18 20 22 24

El area bajo la curva es la energia consumida: potencia x tiempo = energia.

Un cuadrito equivale a 0,1 kW h

= ;Cuantos kW h se han consumido, aproximadamente, en esas 17 horas?
Hay 81,25 cuadritos, luego se han consumido:

0,1-81,25=28,125 kW h
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1. Halla graficamente las siguientes integrales:

6 x 4
a)I X +1)dx b [ V16-x? dx
2\2 —4
a) Es un trapecio cuyas bases miden 2 y 4 y cuya al- S SE
tura mide 4. 2
Area=2+4~4=12u2 ~ *

44—

by=v1i6-x> O y?2=16-x*> O «x?+ p?=42% (Circunferencia)

4

// T ‘\\ El recinto cuya area queremos calcular es
/ 3 AN medio circulo de radio 4 u.

/ 5 = V16— 42 \
/ \ Area
1

2= L4z
2

m|g\ NIES

“TI=8 - Tt= 25,1 u?
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2. Halla graficamente las siguientes integrales:
4 4
a)I (V16 — &2 + Ddx b)J’ (4—-V16 - x%)dx
—4 —4
4 4 4
a)J- (V16 — x? +4)dx=-[ V16 — x? dx+I 4 dx
4 —4 —4

4 4
Llamamos 1, =I V16 - x% dx e I, =J- 4 dx.
—4 -4

Resolvemos graficamente ambas integrales para posteriormente sumar los resultados.

I y=V16-x> O »2=16-x> O «?+y%=4? (circunferencia)

El recinto cuya drea queremos calcular N
es medio circulo de radio 4 u. // 3 \\
/ _ N
Area=l~n~72=%-n-42= / 2 y=“6‘x2\

[\)|’5‘\ o
™~
T

“T0=8 - Tt= 25,1 u?

I: Se trata de un rectingulo de dimen- 4 -
siones 8 u X 4 u. Por tanto, su area 3 V-
es 32 u’
2

Finalmente, 7, + 1, =251 + 32 = 57,1 u%.

4 4 4
b)I4(4—\/16—3€2 )dx=J'44 dx-J'4\/16—x2 dx

Observamos que se trata de las mismas integrales que en el apartado a), solo que
ahora es I, — I;, dando como resultado 32— 25,1 = 0,9 u?.
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1. Sea la funcion: F(x) = Ix log (t* + 4)dt. Calcula F'(x).
0
X X
F(x) =J’ log (12 + &) dt = J’ f(Odt, siendo f(1) = log(t? + 4) continua.
0 0

Por el teorema fundamental del calculo:

F'(x) = f(x) = log(x* + 4)

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones 0



w2
2. Calcula la siguiente integral: I cos xdx
0

2
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6
1. Calcula: I (4x3 —4x%-3) dx
1

6
[=[x4—%x5—3x] =(64—%-65—5‘6)—(14—

1

= 49428 + 2,8 = —4940

1
2. Calcula: I L
01+ x?2

1=[arctgx]g=arctg1—arctg02

SN

a
Observacion: dx T
0 x2 + q? 4a
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J- cosxdx=[senx]g/iseng—sen0= 1-0=1
0

1. Halla el drea comprendida entre la funciéon y = x3 — x2 - 6x y el eje X.

I. Hallamos las soluciones de la ecuacién: x3 —x%2—6x =0

Son 2,0 y 3.
II. f(x) =x3—x%—6x. Buscamos su primitiva:

4
G(x) = I(x5 —x2 - 6x)dx =2 — X 3x2

4 3
.62 - 29 G -0, 63 -3 -
3 4 5
Y=k =[x7-]6. )
V. G(O) - G(-2) = 10 -
G3) - GO = =03 05
1
; . 16 =03m_ 253 o LN
El 4rea buscada es: 3 + H o G I’
6
(Se incluye la grafica para entender el proceso, N /
pero es innecesaria para obtener el drea). °

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones




2. Halla el area comprendida entre las funciones y = x4+ a3 e y= x* + x2 + 6x.

Se obtiene la funcién diferencia: 8111
y=Gt+x3) — (ot + a2 + 6x) = x5 — x% - 6x 6 ”"=xi+w

Ahora se calcula el drea comprendida entre esta fun- 4 II [
cion y el eje X, lo cual se ha hecho ya en el ejerci- 1
cio anterior. \ =
Por lo tanto, el drea buscada es % u?, REEIN R 1

W T
(También aqui es innecesaria la grafica para obtener T

) = + O

el area buscada).
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1. Calcula el volumen de una esfera de radio 5 cm haciendo girar la semicircunferen-
cia y=V25— x? alrededor del eje X. ;Qué limites de integracion debes tomar?

3
25x — X
X > 3

5 - 5
V=T V25— x2 Y dx =Tt 25 - xHdx ="
3
-5 -5

2

Observacion: El volumen del cuerpo engendrado por el circulo x? + y2 = 2, al girar

alrededor del eje X es:

vednos
3
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Calcula el drea comprendida entre la curva: y =3x%2—x + 1, el eje X y las
rectas x=0y x =4.

I. Calculamos las soluciones de la ecuacién: 3x2—x+1=0

No tiene soluciones, por lo que no corta al eje X.

II. Buscamos una primitiva de f(x):

2
G(X)=I(5x2—x+ 1)dx=x3_x7 +x

1. G(0) = 0, G(4) =60

IV. G4) - G(0) = 60

El 4rea buscada es 60 uZ.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones o



(La grafica la hemos 50

incluido para enten-
r el proces T

de el proceso, pero //
es innecesaria para SR R 11
obtener el area). A

30 Y4

20 7

/,
I
7
—
1 2 3 4

2 Calcula el area bajo lacurva y=3x—2 entre x=-1y x=1.

I. Hallamos la solucion de la ecuacion 3x— 2 =0. Es %

II. Ordenamos los extremos del intervalo y la raiz que hay entre ellos: -1, %, 1.

III. Buscamos una primitiva de f(x):

G(x) = I(Sx - 2)dx = 37902 - 2x

3 /
7 2 —2 -1
V.GD =—, G|=)=—/—, G =—
-1 6[2)- 2. 6w -3 AuErERES
2 2 7 _ =25 :
V. ¢lE] -2 - L =2 q
(2]-6cn- 3 2 /
2 -1 2 1 / 4
G -Gl&|=—2+2=-2
w-6(2)-F+2-1 2
/
El drea buscada es: Di;D + % = 2—66 = ? u?. y
(Se incluye la grifica, aunque es innecesaria para il
obtener su area). /

3 Halla el area bajo la curva y = Vx entre x=0 Yy x=4.
I. Buscamos la primitiva de la funcion f(x) = Vax .

G =J’x/§dx= % VX3

II. GO)=0, G =

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones 0
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.G - G = 20 o= 10 2 =
3 3 T
p . 16 5 !
El 4area buscada es: —= u~. /]
3 /
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria 1 2 3 4
para obtener el area).
4 Halla el area comprendida entre y=x%>—-5 e y=—x2%+5.
I. Buscamos las soluciones de: x2—5=—-x%+5. Son —V5 y V5.
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.
II. Se obtiene la funcion diferencia:
y=(=x?+5 - x?-5 =-2x?+10
III. Buscamos su primitiva:
23
G(x) =J'(—2x2 +10)dx = =2 4+ 10x
V. G(=V5 ) = igo\/?, G(V5) = %x/? | I
4 V=R
V. 6(¥3) - G(v3) = 2045 + 205 - 40 5 et
3 3 3
El 4rea buscada es: 495 u2, RIS \
3 \ /I'\
YEXCHOS
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para
obtener el area). l \

w O

cicios siguientes:
a) y=4-x% y=8-2x2 b) y=a% y=4-—x2

Q) y=x3-3x2+3x; y=«x

Calcula el area comprendida entre las curvas dadas en cada uno de los ejer-

d y=x(x-—1D(x-2); y=0

e y=x%y=1 ) y=x2-2x; y=—x?+4x

Q) y=—x’+4x—-4; y=2x-7

a) 1. Buscamos las soluciones de 4 —x? =8 —2x% Son -2 y 2.
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.
II. Calculamos la funcién diferencia:
y=(8-2x%) - (4—x?) =4—x?

II. Calculamos su primitiva:

G(x) = I(4 —x3)dx = 4x — x?g

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



8 16

iy

IV.G(2) =8+ 2 =10 0
3 3
P NELE S
G2 -g-8-10 ;i
3 3 o
16 [ 16)_ 32 // : \\
V. GR2)-G(2)= — — |-——| = =— 3
@-GD- 3 ( 3 ) 3 / > \
N i N\
El 4rea buscada es: 2= u2.
3 -2 -1 2
b)I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x2 = 4 — x2.

Son —V2 y V2 (nuestros limites de integracion).

II. Calculamos la funcién diferencia:
y=0—-x?-x%=4-2x"

III. Calculamos su primitiva:

G(x) =J’(4 —2x2)dx = 4o — 27905

V. G(-V2) = %, G(V2) = gaﬂ

V2

V. G(V2) - G(—v2) = 8‘3/2 L 8Y2 16

3 3

16V2 02

El area buscada es:

(Se adjunta la grafica, aunque es innecesaria para hallar el drea).

g
>

4

y=4-

[N}

o

e

-2 -1 0

1

2

o) L. Buscamos las soluciones de la ecuacién: x3 — 3x? + 3x = x. Son 0, 1y 2.

II. Calculamos la funcién diferencia:
y=(x3—3x%+3x) —x = x°—3x% + 2x

III. Calculamos su primitiva:

i
G =J'(x3 —3x2 + 2x)dx = XT a3+ a2

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones

' 4



V. G(O) = 0, G(1) = % G(2) =0
1
G -G = =
4
GQ2) -G = ‘71 2
El 4rea buscada es: % + _41 = % u, /

(La grafica que se adjunta es para /
entender mejor el ejercicio, pero es

innecesaria para obtener el area). 0 1

d 1. Buscamos las soluciones de: x-(x—1) - (x—2)=0. Son 0,1 y 2.
II. Calculamos la funcién diferencia:
y=x-(x-1D (x-2)
II. Calculamos su primitiva:
x4
G(x) =J'x~ (x—1 - (x—2dx = T —x3+ x?

Resulta que se trata del mismo ejercicio que el apartado ©).

El 4rea buscada es: % u?.

e) 1. Buscamos las soluciones de la ecuaciéon: x?=1. Son -1 y 1.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=x>-1

III. Calculamos su primitiva:

G(x) =J'(x2 —Ddx = %3 —x

2 -2

IV.G(-1) = =, G(1) = =

D 3 (D 3
2 2 4

V. G -G = —= - = =

i

3
El 4rea buscada es: D%D = % u. \\

(Se adjunta la grifica, aunque es

innecesaria para resolver el ejerci-
cio).

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



II.

I1I.

Iv.

9L

II.

I1I.

Iv.

Buscamos las soluciones de la ecuacion: x? — 2x = —x? + 4x. Son 0 y 3.

Calculamos la funcion diferencia:
y = (x? = 2x0) — (=x? + 4x) = 2x? — 6x

Calculamos su primitiva:

G(x) = I(sz — 6xX)dx = ZT‘XB _ 3.%‘2

4
G =0, GB) =9 3

2
G(33) -G =-9 1
El drea buscada es: |-9| =9 u? 0
(Se adjunta la grifica, aunque es -1
innecesaria). -2

4X

y=x2+2x

Buscamos las soluciones de: —x? + 4x—4=2x—-7. Son -1 y 3.

Calculamos la funcion diferencia:

y=(=x?+4x-4) - Qx—-7) =%+ 2x + 3.

Calculamos su primitiva:

3
G(x) =I(—x2 + 2x + 3)dx = % +x2 + 3x

G- ==2 G3) =9

3 -

5 32
GB) -G =9+ 2 =22
3 =D 3 3

El 4rea buscada es: % u?,

(Se adjunta la grafica, aunque es
innecesaria para la resolucion del
ejercicio).

Ui

y==x

+4x —4

N N =

BN

=

D \O @\ &

Calcula el area de la region limitada por la curva y = (x — D? (x + 1) vy las
rectas y=0, x=2, x=1.

I. Hallamos las soluciones de la ecuacion: (x— 1% (x+1)=0. Son -1 y 1.

II. Ordenamos los extremos del intervalo y las raices que hay entre ellos: 1, 2.

III. Buscamos una primitiva de f(x):

4
G(X)=I(x—1)2'(x+1)dx=%—%3_’“_+x

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones

2
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-5 4
V.G = 2, G2)

V. 62— =L _5 11

3 12 12 2
y= .x—l)%uy RS
El 4rea buscada es L u2, 1
12 /
\

(Se adjunta la grafica, aunque es in- 0 1 2
necesaria para resolver el ejercicio).

Halla el area limitada por las parabolas y = x? e y% = x.
I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: x =x* Son 0 y 1.

II. Calculamos la funcion diferencia:
y=x2—Vx
III. Buscamos su primitiva:
2 _ X 2.3
G(x) =I(x — Vx )dx = 5 gx/x

IV. G(O) = 0, G(1) = %

V. G(l)—G(O)=%—O=% 1
y= ‘/;,/
p -1 1

El drea buscada es H = —u’

3073 //
(Se adjunta la grafica, aunque no es / - Ll
necesaria para la resolucion del ejer- /
cicio). 0 1

Calcula el area de la region limitada por la curva y = 2x y las rectas
x=2, x=3, y=0. x°—2
I. Hallamos la solucion de X __=0. Es 0.

x? =2

II. Como esta solucién se encuentra fuera del intervalo de integracion, los extre-
mos son 2 y 3.

III. Buscamos la primitiva de la funcion f(x) = zx , la cual es continua en di-
cho intervalo: X7 =2

G(X)=J- X _gx=L.m |x? - 2|
x2 =2 2

V. G(2) = % CIn(2), GB) =

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones é
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V. G(3) - G(2) = % A @D-m@]

El drea buscada es: x* =2
2 m-malw X
(Se adjunta la grafica, aunque es in-

necesaria para la resolucion del ejer-
cicio).

9 cCalcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos si-
guientes:

a) f(x)=Vx—-1 entre x=1y x=5
b) f(x) = x% entre x=-1y x=2

Af(x)=x—x? entre x=0y x=1

5 ) 5 52 5
a)V=T[~J'(\/x—1) dx=T[~J’(x—1)dx=1T’7—x = 8mu’.
1 1 1

512
2 =m 22l

2 2
b)V=T[-J' (xz)zdx=T[-J' xtdx =Tt :
-1 1

-1

1 1
19) V=T[~J' (x — x2%)2 dx=T[~J' (ot =203 + x2) dx =
0 0

X5 2wt ad

5 4 3

1
= I,
o 30

10 Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos li-
mitados por las graficas que se indican:

a) f(x) =Vx, g(x) = a2 b)y?=4x, x=4

2

a) 1. Buscamos las soluciones de la ecuacién: Va = x2. Son 0 y 1.

Estos son nuestros limites de integracion.
I1. Calculamos la funcién diferencia:

y= Vx — a2
1 5 1 )
III.V=T[-J’ (Vx —x2)" dx = TTJ- (x + ot = 2x52)dx =
0 0

= 'x_2+x_5_ix7/21=i'r[u§
2 5 77 |, 70

4 4
b V= n-J’f(x)2 d = nI (420%dx = 10 [822]! = 12803
0 0

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones 6



/4
11 Calcula: J' sen x cos x dx
0

v4 /2 21 2
sen x - cos x dx = tdt=|— =1L
0 0 2 0 4
Aplicamos el siguiente cambio:
senx =1 cosx-dx=dt

para x=0; =0

para x=I =22
4 2

12 Halla el valor de la integral definida de la funcion f(x) = +1 —3 cos (21x)
S enelintervalo I=]0, 2]. x

3 - sen (2TX) 2=
2T 0

In(x+1) -
x+1

A1
J-o( —3 - cos (2Tr.x)) dx =

=mQR)-In)=ImnQ3)

PARA RESOLVER

13 a) Dibuja la region limitada por la curva y = x(3 —x) ylarecta y = 2x —2.
b) Halla el area de la region descrita en el apartado anterior.

a)
2
2 y=x0G-Xx)
)
1
-1 “lo
oA
/[~

b) I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x - (3 -x) =2x—-2. Son -1 y 2.
I1. Calculamos la funcion diferencia:
S =x-B-x)-2x—-2)=-x>+x+2
III.Calculamos su primitiva:

3 2
G(x)=J‘(—x2+x+2)dx=%+x7+2x

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones 0



V.Gen =L e = 2

V. GQ2) - G(-=1) = 1?0 +

El 4rea buscada es % u?.

14 Dibuja el recinto plano limitado por la paribola y?>— x =1 y por la recta pa-
ralela a y = x que pasa por el punto (1, 0). Calcula el area de ese recinto.

I. Calculamos las soluciones de la ecuacion: y2—1 =y + 1.

(Esta ecuacion resulta de despejar la x en: p?—x=1; y=x-1).

Sus soluciones son y=-1 y 2. 1% I
5 k= po1
—
X
I~
\\\
II. Calculamos la funcion diferencia:
x=(2-D-@+D=y*-y-2
III. Buscamos su primitiva:
3 2
GO = [0 -y-Ddy =t - B -2y
7 -10
V.G = —, G2)= —
=D 5 2 3
-10 7 _ 9
V. G -G =" _L =2
2) - G=D 3 ¢
El 4rea buscada es Dﬁu =2 w2
2 2
? 5
15 Comprueba que I [(2x —10dx = 5.
0
2 1/2 2
J'|2x—1|~dx=J' (2x+ 1) dx + Qx—1) dx =
0 0 1/2
1/2 2 —_ 1 1 1 5
= [—x2 2 _ =" + = ) ===
[x+x]0 + [ x]m 4+2+4 2 4+2 >

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones 0



16 Halla el drea limitada por la funcién y = 2x — x? y sus tangentes en los pun-
tos en los que corta al eje de abscisas.

I. Buscamos las soluciones de la ecuaciéon: 2x—x>=10. Son 0 y 2.
II. Calculamos la derivada de f(x) = 2x — x%, que es f'(x) = 2 — 2x.

La tangente que pasa por (0, 0) tiene pendiente f’(0) =2, por tanto es y = 2x.

La tangente que pasa por (2, 0) tiene pendiente f’(2) = -2, por tanto es
=-2x + 4.

III. Tenemos que distinguir dos intervalos de integracion: entre 0y 1y entre 1y 2.
La funcion diferencia en el primer intervalo es:
S0 = 2x - Q2x — x%) = x?
y en el segundo intervalo es:
S0 = 2x+4-Qx—x?) =x?—dx+4

IV. Sus primitivas son:

3
G, (x) = Ixzdx = %

3
G,(x) =I(x2—4x+ 4)dx = % — 222 + dx

1 1
V. G,(0)=0, G,(1)= 3 G, (D -G = 3
7 8 1
G,(D = 3 G,(2) = 3 G,(2) - G,(D = 3
El drea buscada es: — + 4 = 2 2 3
3 3 3 e oyt 4 )= 2x
y=-2x+4 V=X
(Se adjunta la grifica aunque no es 2
necesaria para resolver el ejercicio).
1
Yy =2x+ x?
0 1 2

17 Dadas la hipérbola xy=6 ylarecta x +y—7=0, calcula el drea limitada por la
rectay la hipérbola.

I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: 7 — x =
mites de integracion).

. Son 1 y 6 (nuestros li-

5
x

II. Calculamos la funcion diferencia:

B 6
y7xx

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones 0



III. Buscamos su primitiva:

G(x)=‘|’(7—x—%)=7x—x72—6-ln | x|

—y_ 113
V.G =7 — ==
G(©)=24-6-In(6)

v.<n6>-G<L>=z4-6~zn<6>—-%i==%;-6-zn<6>

El drea buscada es: 7
6
B _6-m® u?
2 5
AN
(Se adjunta la grafica, aunque no es 3
necesaria para resolver el ejercicio). B ~
1 % —
0 1 2 3 4 5

18 cCalcula el area limitada por la curva y = x3 — 2x? + x y la recta tangente a
ella en el origen de coordenadas.

I. Calculemos la ecuacion de la recta tangente en el punto (0, 0), para ello calcu-
lamos la derivada de nuestra funcion:
y'=3x2—4x+1
»'(0) =1 (pendiente)
La recta tangente tiene por ecuacion y = x.

II. Calculamos las soluciones de: x3 —2x% + x=x. Son 0y 2 (limites de integracion).

III. Obtenemos la funcion diferencia:

y=x5—2x% +x—x=x5 - 2x?

4 3
IV. Buscamos su primitiva: G (x) = I(x3 —2x%)dx = % - 2%
_ _ -4
V. G0 =0, GQ2) = ?
—4 3
G(2) -G = —
_ des AN 4 2 ’
area buscada es: H =5 v y=x
1
(Se adjunta la grifica aunque no es /
necesaria para la resolucion del ejer- y =0 -2+ x
cicio). 0 1 2

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones 0
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19 Halla el area comprendida entre la curva y = 4
S 9 + 2x2
las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexion de dicha curva.

, el eje de abscisas y

I. Buscamos los puntos de inflexion, para ello, calculamos las dos primeras derivadas:

—16x
V=
9 + 2x%)?
y// - -16 - (9 + 2.96'2 — 8.%'2)
9 +2x%)3

Igualamos a cero para encontrar en qué valores de x la segunda derivada es
cero.
Esto ocurre en —% y % (puntos de inflexion).

II. Calculamos la primitiva de nuestra funcion:

G(x)—Im 3 arc tg( 3 )
1. G(—\/T) = % s arc g (—%)
G(%) = 2—\3/2 sarclg %)
o[ 5) - o[- 15) - 222 ( o[B) - arc (_g))

El area buscada es: % (arc 19 (%) —arcig (—%))

(Se adjunta la grafica, aunque es in- 4
necesaria para la resolucion del ejer- e e

9 2x
cicio). // \ [~

/

250 Si f(x)= y g(x) =1 -«

a) Dibuja las dos graficas en un mismo plano y halla sus puntos de intersec-
cion.

b) Determina el area del recinto encerrado entre ambas graficas.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones 0



Ul —x, si x<1

g =|1-x|=0 ) (0 = 1] - v
8 | | Deo1, si x> 1 g9 [1- x|
Buscamos los puntos de interseccion
resolviendo la siguiente ecuacion: \ T | /=
N |~ J(X) = -\/7

>

=(1-x

Sus soluciones son % y 2. (Limites de integracién).
b) Tenemos que distinguir dos intervalos de integracion: % aly1la?2
I. La funcion diferencia en el primer intervalo es:
hy(x) = -1-x
La funcion diferencia en el segundo intervalo es:
h,(x) = -(x-1

II. Sus primitivas son:

4 S X2
H](x)=I( +X—1)=g( ) +7—x

4 ’ X
moo-f[ et g( )T
1\_ s _2v2-3_ V2 1
II1. Hl(?)__ﬂ’ H(D = —F—= 3 72
V2 1 4
H2(1)=T+?, H2(2)=g
1\_v2 1.5
v Hl(l)_H1(7) 3 2724
4 V2 1
HZ(Z) —Hz(l) == - 7 — E
2 +i_ﬁ_l=£u2

. v 1,5
El area buscada es ?—?+z 3 3 3 % v

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones 0



21 Se considera la funcion:

x2 si 2<x<0
8(x) = [2x si 0sx<2
10—-3x si 2<x<4

Representa la funcion g y calcula el valor de las siguientes integrales defi-
nidas:

4 4
I= ! g(x)dx ]=J' g(x)dx K= g(x)dx
-2 1 -2

1 0 1 310
I= g(x)dx=I xzdx+J’2xdx= ELl R N A
-2 -2 0 315 o3 3
4 2 4 2
]=J.g(x)dx=J'2xdx+J’(1O—3x)dx=[x2]i+ 10x—% =5
1 1 2 5
4 11 26
K=J' g dx=1+]=—+5="+
) 3 3

22 Dibuja el recinto comprendido entre las graficas de las funciones y = 1

2 b
s ¥=x, y=8x, yhallasuarea. x
5
P S V4
5 y= gm/\
2 / \ y=X
L >
=3
4
-5

I. Buscamos los puntos de interseccion de las funciones:

— = x: Solucién x = 1.

o

1
X
1. 8x: Solucién x = l
x2 2

8x: Solucién x = 0.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @



Tenemos dos intervalos de integracion: de 0 a % y de % a 1.

II. Hallamos la funcién diferencia en el primer intervalo:

S0 =8x—x
Y en el segundo intervalo:

S =L —x
X

III. Buscamos sus primitivas:

G,(x) = I(Sx— X)dx = 779‘7

G0 = (xi —x)dx -2
IV. G,(0) = 0, Gl(%) - %
v Gl(%) ~ G, 0) = %
61 - 61) - 2
El area buscada es % + % = 1?2 = % u,

23 Calcula el area del recinto plano limitado por la curva y = x2e* y las rectas
S x=0y x=5.

Buscamos una primitiva a nuestra funcion:
G(x) =J’x2 e¥dx = (x? - 2x+2) - &~

(aplicando el método de integracion por partes).
GO =2 1000
G(5)=17 ¢
G -G =17 - > =2

B 500
El drea buscada es (17 - e> — 2) u2 ’

(Se adjunta la grafica, aunque no es
necesaria para resolver el ejercicio).

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones




24 Halla el polinomio de segundo grado que pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0),

S

sabiendo que el area limitada por esa curva, el eje Y y el eje X positivo es

4/3.

Como el polinomio pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0), una raiz es x =3, por
tanto: y = (x—3) - (ax — b)

Por otro lado, cuando x=0, y=1, asi: 1=-3-(-b)=3b, b= %

Quedando: y=(x-3) - (ax - %)

Puesto que pasa por los puntos indicados y estd limitado por los ejes X e Y (po-
sitivos), los limites de integracién son 0 y 3.

Asi, buscamos la primitiva del polinomio:

3 2
G(X)=I(X—3) : (aX—%)dx= %—Sax——lx2+x

3 2%
G(0) = 0
63 =9a-2a-2 +3
_ VAR AP §
G3) -G =9a-2La-Z +3=2

1
De donde sacamos que a = ——

27

Por tanto, el polinomio es: y = (x — 3) - (% X - %)

Dada la curva y = x2 + 2x + 2, halla el drea limitada por la curva, la recta
tangente en el punto donde la funcion tiene un extremo y la tangente a la
curva con pendiente 6.

Buscamos el punto donde la curva tiene un extremo, hallando su derivada e igua-
lando a cero: y’'=2x+ 2 =0, el punto es (-1, D).

La ecuacion de la recta tangente en dicho punto es y = 1.

Por otro lado, la ecuacion de la recta tangente con pendiente 6 es y = 6x — 2.

Buscamos los puntos de corte de la curva con ambas rectas, de p = x? + 2x + 2
con y=1es (-1, 1; de y=x?+2x+2 con py=6x—2 es (2,10); yde y=1

con y=06x-2 es (%, 1).
Distinguimos dos intervalos de integracion: de —1 a % y de % a 2.

En el primer intervalo la funcién diferencia es:

S0 =t + 20+ 2-1=0?+2x+1

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones Q



En el segundo:
S0 =x?+ 20+ 2—-(6x—2) = x*—4x + 4

Buscamos sus primitivas:

3
Gl(x)=x?+x2+x

3
Gy(x) = x? —2x% + 4x

5= 57

2 3 24 8
El drea buscada es: = + 2 = 2 2,
8 8 4
. /
, yd

6 y=x‘7+2v\+2//

5 7
y=06x—2

3 ~

5 /

+ / ro

/
-1 o /12 1 2

26 Delafuncion f(x) = ax3 + bx? + cx + d se sabe que tiene un maximo relativo
1
S en x =1, un punto de inflexion en (0, 0) y que J’ S(x)dx = %
0
Calcula a,b,c y d.
Sabemos que pasa por el punto (0, 0), es decir, f(0) = 0, de donde averiguamos
que d=0.

Por otro lado, sabemos que tiene un maximo relativo en x =1, esto es que f(1) =0,
es decir: 3a + 2b + ¢ = 0.

También tiene un punto de inflexiéon en (0, 0), por lo que f”(0) = 0, de donde
b=0.

Como 3a+2b+c=0vy b=0, setiecneque 3a+c=0 - = 3a.

Asi, nuestra funcién queda reducida a la funcién: f(x) = ax3 — 3ax.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones Q



Buscamos su primitiva:

G(x) = QTD& _ Bax?

2
_ _a _3a __sa
G =0, G 7 > 4
_ 5Sa
G - GO -

de donde deducimos que a =-1 y por

El resultado es _a que es igual a %,

4
tanto ¢ = 3.

La funcién buscada es f(x) = —x3 + 3x.

27 Teniendo en cuenta que la funcion f(x) = 2x3 —3x2 + k toma valores positi-

§ Vvosy negativos, halla el valor de k& de forma que el drea de la region limita-
da por el eje X, las rectas x=-1, x=2 ylacurva f(x) quede dividida por
el eje X en dos partes con igual area.

Supongamos que x = a comprendido entre —1 y 2 es el punto donde nuestra
funcion corta al eje X, por tanto tenemos que distinguir dos intervalos de integra-
cion: de -1 a a yde a a 2.

Buscamos una primitiva de nuestra funcion:

4 4

GG = 2 3 k= X b+
4 2
3

G- =2 -k

=D >

G(2) =2k

Si suponemos que en el primer intervalo la funcién es negativa, el drea es:
G=D - G(a)
y si en el segundo intervalo la funcion es positiva, el area es:
G2 -G
Y como el 4rea en los dos intervalos tiene que ser igual, se tiene la siguiente igualdad:

G-D - Gla) = G2) - Gla)

es decir:
G- = GQ)
3 _k=2k
2
b= L
2

Observar que se obtiene el mismo resultado independientemente de qué intervalo
consideremos en el que la funcién es positiva o negativa.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @



28 Se consideran las curvas y = x? e y=a, donde 0 < a<1. Ambas curvas se

S cortan en el punto (x,, ¥,) con abscisa positiva. Halla a sabiendo que el
irea encerrada entre ambas curvas desde x =0 hasta x = x, es igualala
encerrada entre ellas desde x = x, hasta x =1.

El punto de corte es (Va, a). Y
2
Dibujamos las areas para tener una idea /
mas clara de nuestro ejercicio: /
/},
1
a yra
/
" X

Tenemos dos intervalos de integracion: de 0 a Va yde Va a 1.
La funcion diferencia para el primer intervalo es:
S0 = a - x?

Su primitiva es:

3
Gl(x) = adx — x—
3
G, =0, G,(vVa) = ava — L4 _ Zasva
El area en el primer intervalo es M w2

La funcién diferencia en el segundo intervalo es:
L) =x?-a

Su primitiva es:

3
G,(x) = x? — ax

G(Va) = “3“ —ava, G,(1) = % —a

2ava
3

G,(D) - G,(Va) = % —a+

2ada
— u-.
3

El area en el segundo intervalo es % —a+

Como el area en los dos intervalos es igual, se tiene que:

2aa 1 2ala
—_— —ad t —
3 3 3

De donde obtenemos que a = %

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones é



29 Sean y=ax? e y=ax+ a las ecuaciones de una paribola p y de una recta
S 7, respectivamente. Demuestra las siguientes afirmaciones:

a) Los puntos de corte de p y r no dependen del valor de a.

b) Si se duplica el valor de a, también se duplica el area encerradaentre p y r.

a) Los puntos de corte se obtienen al igualar ambas ecuaciones:
ax?=ax + a

ax*—ax—a=0

a-(x*-x-1=0

Como suponemos a # 0, para que sean ciertamente una parabola y una recta,
dividiendo toda la ecuacion entre a, llegamos a:

x2-x-1=0

1+Vs 1-v5
Y73

y sus soluciones son: 2

(las cuales no dependen de a).
b) La funcion diferencia es: f(x) = ax +a—ax?>=a - (=x> + x+ 1)

Si llamamos h(x) = —x2

+x+ 1, setiene que: f(x) =a - h(x)

y la primitiva de f(x) es a por la primitiva de h(x), es decir:
G, () = a - Hx)

El area comprendida es por tanto:

-G
2 n 2 2 2

Si duplicamos a, se tiene que la funcion diferencia es ahora:
L,00 = 2a - h(x)

y Su primitiva:
G,(x) = 2a - H(x)

Por lo que el area comprendida es:
G2(1+\/5)_G2(1—\/5)=26l_ H(1+\/5)_H(1—\/5) 02
2 2 2 2

2
30 Halla el volumen del cuerpo limitado por la elipse g— +y%2 =1 al dar una
s vuelta completa alrededor de OX. 5

V=H-I:( )de=n-J'l(1_§_;) i =

S0 20m
x—- = ===l
75] 5 3

>

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @
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31 cCalcula el area limitada por f(x) = 24x % eleje X ylasrectas x=a vy
x2+

x =0, siendo a y b las abscisas del maximo y el minimo de f.
La funcion corta al eje X en x = 0.

Por otro lado, tiene un minimo en x = -2 y un maximo en x = 2.
Tenemos que distinguir entre dos intervalos: de =2 a 0 yde 0 a 2.

Hallamos la funcién primitiva:

G = [ gy = 20 (a2 + 4)
x2+ 4

El area en el primer intervalo es:
G=2)=2-In®
GO =2 In#
G(O) = G(=2) =2 (In (4 — In (®))
12-(In @ —in®)| =2 (n® - In@®)u?

El area en el segundo intervalo es:
G2 =2-In®
G2 -G =2 (In(8) —In#)
2 (In(8) —In (H) u?

El area total es:

2-(In@®-m@®)+2- (In@® -n D) =4 (In(8) —In4)u?

32 Halla el area comprendida entre las curvas y = e¥, y = 2x — x2 y las rectas
x=0y x=2.

I. Hallamos la funcion diferencia:

y=e"—(Qx—x%) =e"+x*-2x
II. Buscamos su primitiva:

3
G(x)=ex+%—x2

10
. GO0 =1 z
/)
G2 = 2 j —
3 5 y= ()»“"
2 4 4 .
G2 -G =e"-—— -1 s ,/ .
3 ; —
4 ! ) -2
El drea buscada es (e? — — — 1] u?. y=2xpx
3 0 1 >

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones Q



33 Lacurva y-= %, los ejes de coordenadas y la recta x = 4 limitan una su-
X+
perficie S. Calcula el area de S y el volumen de la figura engendrada por §
al girar alrededor del eje X.
Buscamos una primitiva:
G =4-In|x+ 4|
GO)=4"In4)
GA =48
G4 - GO) =4 (In (8 — In (4))
El drea buscada es 4 - (In (8) — In (4)) u2.

1

\
x =0
X =4
0 1 2 3 4
il 4 )2 -16 14 16
V=T dx =T =T — =2mu’,
olx +4 X+ 4], 8
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34 Halla el area de la region del plano limitado por la curva y = In x, la recta
y =2 y los ejes de coordenadas.

Lacurva y=Inx e y=2 secortan en x = e, por tanto los limites de integracion
son 1 y e Por otro lado, la regién comprendida entre 0 y 1.
Asf que distinguimos dos intervalos: de 0 a 1 yde 1 a &%
En el primer intervalo, la funcion diferencia es: y=2-0= 2
Su primitiva es:
G, () = 2x
G0 =0, G =2
G, -G 0 =2
El drea para el primer intervalo es 2 u?.
En el segundo intervalo, la funcién diferencia es:

y=2-Inx

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @



Su primitiva es:

Gy (x) =2x—(xIn |x| —x) =3x—xn |x|

Gye?) =3 e*—e?-2=¢

G =3

GyeH) - G =2 -3

El drea para el segundo intervalo es (e? — 3) u?.

Por tanto, el drea total es:

Q+e*-3)=(e*-Du%

3

=2
2 )y

/
/_
/ y=inx
1 //
0 1 2 3 4 5 6 7 8

35 Calcula el area de la figura limitada por las curvas que se dan en los siguien-

tes casos:

a)y=2-x% y=0x0
b)xy+8=0, y=x2 y=1

cy=senx, y=cosx, x=0

a)

2
o)

Ha

y=2- X2

3 2 14

1\ 2

3

Se cortanen x=-1y x=1.

En el intervalo de —1 a 0, la fun-
cion diferencia es:

y=2-x?-(x)=2-x*+x

En el intervalo de 0 a 1, la fun-
cion diferencia es:

y=2-x*-x

Por simetria, basta calcular el area en uno de los dos intervalos, por ejemplo, en

el segundo. Buscamos su funcién primitiva:

43 2
G(x)=i—%+2x

3
-7
G =2
GO =0
G -GO) =

El drea total es 2 -

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones
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b) 5

4 Las tres funciones se cor-
tan2a2en: -8 -2 y —1.
/ \ T ’
, <=8 YI1x
Nl 2 Por tanto, calculamos el
L area en dos intervalos, de
=1 1 -8 a -2 yde -2 a -1.

9 8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

La funcién diferencia en el primer intervalo es: y = =5 _ 1
x

Su primitiva es:

G (x)=-8In|x| -—x

G (-8)=-8-n(-8) +8

G(2)=-8 -In(=2) +2

G2 -G8 =-8-mn(2)+2+8-In(-8 -8=

=—8~(ln(—2)—ln(—8))—6=—8~ln(%)—6=81n4—6

La funcién diferencia en el segundo intervalo es:

y=x>-1

Su primitiva es:

G,(x) = %5 - X
Gz(_z) =

Gz(_]-)

=2
3

2
3

G- — Gy(-2) = %

El 4rea buscada es: (81n 4-6+ %) = (SZn 4 — 1?4) u?

o 1

»1/'= sen x

Las dOS curvas se cortan en
B

X = —.
y=cosx 4

Por tanto, nuestros limites de
. . Tt
integracion son 0 y —.

4
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Buscamos la funcién diferencia:
) =Cosx—senx
Su primitiva es:

G(x) = sen x + cos x

G0) =1
n
G(Z) =2
G(%) —GO)=v2 -1

El drea buscada es (V2 — 1) u2.

36 Sabiendo que el area de la region comprendida entre la curva y = x?2

9

recta y = bx esiguala > calcula el valor de b.

vy la

La curva y = x?

x = 0.

y la recta y = bx se cortan en el punto de abscisa x =b y en

Asi, nuestros limites de integracion son 0 y b.

La funcion diferencia es:

y = bx — x?
Su primitiva es:
bx?> 3
Glx) =22 _ 2
(x) 5 3
G =0
b3
Gb) = —
6 10
G - GO = 2 ;
- =— 8
6 5 ~/
9 6 y = 3x //
C 14 = ti : .
omo el drea es =, se tiene que 2 - dore
3 3
b9 ’ 7
6 2 1 e
de donde obtenemos que b = 3. 0 1 2 3

37 Calcula el valor de a para que el area de la region limitada por la curva
y=-x%+ax yeleje X seaigual a 36.

La curva corta al eje X en los puntos de abscisa 0 y a (estos son los limites de
integracion).

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones 6



Su primitiva es:

Glx) = 2 4 4x°
2
GO =0
a3 10
G = — 9
@ 6 é y = - + 6x
3
CORIORES ; / N\
5
Como el drea es 30, se tiene que: 4
3 a i/ \
a - 2
g =% 1/ \
de donde averiguamos que a = 6. 0 1 2 3 4 5 6

38 Dada la funcién y = , calcula el valor de a para que el area limitada

2
x+1
poresacurvaylasrectas x=0 y x=a seaiguala 2.
Buscamos su primitiva:

Gx)=2-In(x+1

G =0 ol

G@=2-na+1 1

Gla)—-GO)=2-n(a+1)
Como el area es igual a 2, se tiene xge-1
que: 2-Inm(a+ 1) =2 de donde
averiguamos que a =e — 1. 0 1 e-1

39 Considera la region del plano que determinan las curvas y=e* e y=e?* y
larecta x = k.

a) Halla su area para k=1.

b) Determina el valor de k> 0 para que el area sea 2.

a) Si k=1, nuestros limites de integraciéon son 0 y 1.
Hallamos la funcién diferencia: y = e*¥ — ¥

Su primitiva es:

2x
G(x) = 97 —e¥

_ -1 _
G == G =< e
G(D—G(O)=%2—e+%

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @



2
El drea buscada es (% —e+ %) u?.

[ IR I RV N
\VV

(=)
—_

b) Ahora nuestros limites de integracion son 0 y k. Como la funcién diferencia y
su primitiva son las mismas que en el apartado a), se tiene que:

==k
G(0) = 5

2k
G(k) = "7 — ek

2k
G - G(0) = < —e’e+%

2k 1
Como el drea es 2, se tiene que: = - ek + 5= 2

Resolviendo la ecuacion, averiguamos que k= /n (3).

40 Calcula el area encerrada entre la curva y = x2—2x—3 y la cuerda de la mis-
ma que tiene por extremos los puntos de abscisas 0 y 1.

Los puntos que determinan la cuerda son (0, -3) y (1, —4), de donde obtenemos
la ecuacién de la recta que contiene la cuerda:
= _x-3
Nuestros limites de integracion son 0 y 1.
Hallamos la funcion diferencia:
y=x?-2x-3-(=x-3)=x%-x
Su primitiva es:

3 2
G = X X

3 2
1
GO =0 0
—1
G(1) = ‘6—1 5
2
G(1) - G(O) = ‘—61
. -1 _ l 2
El area buscada es H c U

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones




41 Dadas y=—x%+1 ylarecta y=a, a<0, determina el valor de a de modo

8V2 .

que el area entre la curva y la recta sea

La curva y la recta se cortan en los puntos de abscisa x=-V1l-a y x=Vl—a.
La funcion diferencia es: y = —-x?+ 1 —a

Su primitiva es:
3
G(x) = % +x—ax
_ 3 _ _
G(—\/l—a)=(\/1+a)—\/l—a va ViZa

G(\/l—ﬂ)=—£\/1—3—a£+\/l—a —a-Vl-a

G(\/l—a)—G(—\/l—a)=%(l —a) Vl-a

W

) 8v2 .
Como el area es —3 igualamos:

y = <+ 1
%(1—a)~\/1—a=8\3/—2 !
) / -1 0 \ ]
Resolviendo la ecuacion, obtenemos -1 y=-1

que a =-1.

42 Halla el area de la porcion de plano encerrada entre las curvas y = sen x e

y =sen 2x paravalores de x en el intervalo [0, g .

Las curvas se cortan en el punto de abscisa x =

SE!

l\).l =

Por tanto, tenemos dos intervalos de integracion de: 0 a g y de

W
o

La funcion diferencia en el primer intervalo es: y = sen 2x — sen x

Su primitiva es:

G (x) = _COZS 2X 4 cos x
GO =Lr1=

o) 44-3
Gl(%) G,(0) = % —% =%

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @



La funcién diferencia en el segundo intervalo es: y = sen x — sen 2x

Su primitiva es:

G,(x) = —cos x + €05 2%
T -1 1 -3 ! y = sen 2x o
gl -=L_1_=
2(3) 2 4 4
T -1
G5 = > _n
2(2) 2 *T2
Yy = sen x
T T -1 3 1
G Gl|E|==2+2-1
G)-efs)-5 034
El darea buscada es —+l=lu2 1 g 2
4 2
(x—1)2

43 Halla el area comprendida entre la curva y =

n 1)2,eleje OX vy las rectas
x=1y x=2. x+

Buscamos una primitiva de nuestra funcion:

G(x) = de=f(1—4—x) dx =

(x + 1)? X2+ 2x+1

x—2- I2x+2—2 dx_
x2+2x+1

X — ZI 2x + 2 dx+2~‘l’#dx=
x2+2x+1 (x + 1)2
1
4 -
(x+ D

x=2-In(x+1?-

G ==2-n-3
G22) = 3‘2 n (9)
G(Q2) - G = % — 200 (9) + 2In (4) + 3 =
= 3 oo @ -m @)=L+ Z(Zn (3))u2

£+21n(4)
3 9

2

El area buscada es u“.

_ w12
(x + D? x=2
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44 cCalcula el area limitada por la hipérbola xy =1 y la cuerda de la misma que
tiene por extremos los puntos de abscisas 1y 4.

La cuerda tiene por extremos los puntos (1, 1) y (4, l)

4
Asi, obtenemos que la ecuacién de la recta que contiene a la cuerda es:
y = i =+ 2
4 4

Nuestros limites de integracion son 1y 4.

Calculamos la funcion diferencia:

- ,5_1
VI I T
Su primitiva es:
=% | 5x
G(x)—T+T—ln|x| .
G(1)=% YTt
GA) =3-In4 \
] 2 ] 2 \lk
G - G 3—ln4—8 S —In4 y=—
4 15 _ 4|2
El drea buscada es 5 In 4] u”. 1 > 3 %

45 Laregion limitada por la recta y = x—3, la parabola y = (x—5)? y el eje OX
gira alrededor del eje OX. Halla el volumen del cuerpo de revolucion que se
genera.

4

Buscamos los puntos de corte de la recta

y la pardbola: 3 y=x-3
x-3=(-5?

Se cortan en los puntos (4, 1) y (7, 4).
Por tanto, nuestros limites de integracion 1
son4vy7.

4 5 6 7

Hallamos el volumen generado por la recta y = x— 3 alrededor de OX entre 4 y
7,y posteriormente le restamos el generado por la curva y = (x — 5)? alrededor de
OX entre los mismos limites.

7 _3)3
Vi =n~L(x—3)2 dx =T [—(X 33) ]Z=21~T[u5

. -
V2=T[~J'4(x—5)4 dx =T [—(X_SS)D]Z= 3—53 -

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @



El volumen buscado es:

I/1—V2=21-n—ﬁ~n=2-nu3
5 5

46 Halla el volumen del cuerpo engendrado por la region del plano limitada
por los ejes de coordenadas, la curva de ecuacion y=e™ ylarecta x =3, al

girar alrededor del eje OX.
1

3 3
V=T[~I(e"‘)2dx=T[-J’e‘2xdx=
0 0

= U 2P U6 3
- le x]o - (e Du

Y= e

47 Calcula el volumen que se obtiene al hacer girar alrededor del eje OX el re-

cinto limitado por las funciones y = l, x=y2% x=4.
x

,=i \
) <

—_—

1 2 3 4
Las curvas y = L y x=y? se cortan en el punto de abscisa 1. Por tanto, nuestros
x
limites de integracion son 1y 4.

El volumen buscado es el resultado de restar el volumen engendrado por la curva
y= Vx alrededor de OX entre 1 y 4, y el volumen engendrado por la curva y = L
x

alrededor de OX entre los mismos limites.

- 3
Vi u

i
n-J'l(\/x)2 dx =T

4 1\2 4
v, ,-[.J'(l) dx:ﬁ[—_l] B LN
1\x x|, 4

El volumen buscado es:

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones é
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2 2
48 Calcula el volumen engendrado por la hipérbola xz -2 -1 cuando
x D4, 41. 9
\ ’ 4 ( )2 d
. ’ 22 V=2 1" X)* dx =
N Il

p
R

|
)
=]

4( 042
N —2.m- (22X -
N IZ( 4 )dx

4

33

4

/,/ \\\ =21

. N =210 24 = 48mu’

2

49 Halla el volumen engendrado por el circulo x2 + y?2—4x + 3 =0 al girar al-
rededor de OX.

1

El circulo del ejercicio tiene su centro en
(2, 0) y radio 1, por tanto corta el aje
OX en (1,0) y (3, 0). Asi, nuestros li-
mites de integracién son 1y 3.

ix+3=0

(x-2%+y?=1

3 3 313
V=TI-‘[1y2 dx=ﬂ~J'1(1—(x—2)2) dx =TU ’x——(x_32) ] = %US
1

50 Obtén la familia de curvas en las que la pendiente de la tangente es
Sf(x) = x e**. ;Cudl de esas curvas pasa por el punto A(0, 2)?

Buscamos su primitiva:

J'x e dx =
Utilizando el método de integracion por partes obtenemos:
2x 2x
e e
=X ——-—+k
Y 2 4

Como pasa por (0, 2), se tiene que: —% + k=2, de donde k= %

Asi, la curva buscada es:

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @



51

52

Expresa la funcion de posicion de un mévil sabiendo que su aceleracion es
constante de 8 cm/s?, que su velocidad es 0 cuando ¢ =3 y que esta en el ori-
gen a los 11 segundos.

Llamamos S(#) a la posicion del movil al cabo de ¢ segundos. Asi:
V(D) =5'{) y al®) =S"(t) =8 cm/s?
Calculamos la velocidad V(2):

V)= [a@®dt=[8dt=8t+k
Jeoa=] V=502

o

V3 =24+k=0 - k=-24
Calculamos S(1):

S =Iv<t) dr = I(St— 24) dt = 41% - 241 + ¢

S(11)=220+¢c=0 - ¢=-220

Por tanto: S(t) = 412 — 24t — 220

Un movil se desplaza en linea recta, con movimiento uniformemente acele-
rado, con aceleracion de 2 m/s? y con velocidad inicial v, =1 m/s. Calculay
compara las distancias recorridas entre t=0 y =2 yentre t=2 y t=3.

e Calculamos la velocidad del movil:

Vit)=[adt=(2dr=2t+Fk
J .I Vi) =2t+1

|

V) =k=1
e Distancia recorrida entre =0 y = 2:
2 2 2
d, =J' V(t)dt=J' Qt+ Ddt = [+ z‘]o =6m
0 0
¢ Distancia recorrida entre =2 y = 3:
5 3
d2=J’ V(t)dt=[t2+t]‘2= 12-6=6m
2

e Por tanto, recorre la misma distancia entre =0 y ¢=2 queentre =2y (=3,
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53

2

X
Calcula la derivada de la funcion dada por F(x) = I cos t dt de dos for-
mas: 0

a) Obteniendo de forma explicita F(x) y, después, derivando.

b) Aplicando el teorema fundamental del calculo.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones e



2

a) F(x) = [sen t]” = sen x

X 2
0

F'(x) = 2x - cos x*2

b) Como [ es una funcién continua en todos los puntos, se puede aplicar el teorema
fundamental del calculo:

F'(x) = f(x?) - (x?)' = 2x - cos x?

54 Halla la derivada de las funciones que se dan en los siguientes ejercicios:

a) F(x) = J’ Y cost?dt b) F(x) = J’ Y@t par
0 0
_ X 1 _ sen x
o) F(x) L —L_a d) F(x) J’O A+Ddt

a) Como [ es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del cilculo:
F'(x) = cos x*

b)Como [ es continua, también podemos aplicar el teorema fundamental del
calculo:

F'(x) = [(x®)? + x) 2x = 200 + 2x3
¢) Aplicamos el teorema:

1

F'(x) = ———
1+ sen x

d) Analogamente: F'(x) = (1 + sen x) - (sen x)' = (1 + sen x) - cos x

55 Sin resolver la integral, indica donde hay maximo o minimo relativo en la
funcion:

F(x) = J’x -1 dt
0

Los maximos o minimos relativos se obtienen para los valores de x donde la pri-
mera derivada es cero, en nuestro caso F'(x) = 0.

Como [ es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del cdlculo:
F'(x) =x?-1

F'(x)=0 en x=-1y x=1, asi en los puntos de abscisa -1 y 1, hay maximos
o minimos relativos.

X
56 Sabemos que J’ f®dt = x*(1 + x), siendo continua en R. Calcula f(2).
0

Aplicando el teorema fundamental del calculo, se tiene que:
S =2x- (1 +x) +x?
S =16

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @



X
57 Sea F(x) =J’ cos? t dt. Halla los posibles extremos de dicha funcién en el
1

intervalo [0, 2T11.
Como f(x) = cos?* x es continua en [0, 210, podemos aplicar el teorema funda-

mental del calculo, y asi obtenemos la primera derivada de la funcion F(x):

F'(x) = cos? x

Esta tiene sus extremos en los valores de x en que F'(x) =0, estoesen x = g
>

58 Sabemos que el area limitada por una funcién f,
el eje de abscisas y las rectas x =1y x=5 es
igual a 6. 24

¢Cuanto aumentara el area si trasladamos 2 unida-
des hacia arriba la funcién f?

1 5
Es facil ver que el area anadida es la de un rectaingulo
de base 4u y 2u de altura, su drea es 8 u?. Es decir, su drea aumentard 8 u?.

59 Siuna funcion f es positiva para todos los valores de su variable, cualquier
funcion primitiva de ella es creciente en cada uno de sus puntos. ¢Por qué?

Cierto, puesto que si la primera derivada de una funcién es positiva, dicha funcion
es creciente.

60 La graficas I, I y III corresponden, no necesariamente por ese orden, a las de
una funcioén derivable f, asu
funcion derivada f’' y a una O, @ ©
primitiva F de f. Identifica
cada grafica con su funcion, ——
justificando la respuesta. / | |

La grafica II es la de la funcioén,
la grafica I es la de su derivada y la grafica III la de su primitiva.

La razon es: partiendo de la grafica II, observamos que se trata de una funcion
lineal (afin) con pendiente positiva, por lo que la funcién derivada tiene que ser
una funcién constante (Ia pendiente de la funcion afin).

Por otro lado, la primitiva de la funcion afin tiene que ser una funcion cuadratica,
cuya grafica corresponde a la pardbola.

61 ;Cual de las siguientes expresiones nos da el area
limitada por la grafica de f y el eje de abscisas?

a J':f; b) DJ':fD; <) J'Zf+ I:f; d —IZf+ I:f
)

.
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63

64

Si una funcién f no corta al eje X, cualquier primitiva de ella no puede te-
ner maximos o minimos. ¢Por qué?

Cierto, porque la funcién f seria la derivada de su primitiva y al no ser nunca ce-
ro, no puede tener ni Maximos ni minimos.

2
Dada la funcién y = x2, halla el punto c 0[0, 2] tal que el area J’ x2 dx sea
0

2
igual a la de un rectangulo de base 2 y altura f(c). Es decir, 2 f(c) =I x? dx.
0

¢Qué teorema asegura la existencia de c?

2
J- wdx=3
0 3
) . 8 . 23
Asi pues, se tiene: 2 - f(c) = 3 de donde averiguamos que ¢ = =

El teorema que asegura la existencia de ¢ es el teorema del valor medio del calcu-
lo integral.

X
Sea F una funcion definida en [0, +x) tal que F(x) =J' In(2 + t) dt. Anali-
0

za si es verdadera o falsa cada una de estas afirmaciones:

a) F(0)=mm?2 b) F'(x) =

Pt x x=20

¢) F es creciente en su dominio.
DF)=+2) -In|x+2] —-(x+2)-2-n2+2
F(0O)=2-m2-2-2-n2+2=0
Es falsa, ademas basta ver que no hay area.
b) Como f es continua para x = 0, aplicamos el teorema del calculo integral:
F'(x)=1In|2+x]|
También es falsa.

¢) Cierta, porque su derivada F' es positiva en todo el dominio.
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65

Deduce por integracion el volumen del cilindro de radio » y altura h.

U Haz girar alrededor de OX el rectdngulo limitado
porlarecta y=r entre x=0y x=h.

h
~ b

V=T0" rzdx=n~[rzx]0=n~r2-b
Io

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @



66 Demuestra, utilizando el calculo integral, que el volumen de la esfera es

V= iTTR3.
3

0 La esfera se engendra al girar el circulo x? +y? = R? alrededor del eje X.

R

<
I
b= |
<
9]
=

R 3
=T (R2—x) dx=T1"|R*x - =—
-R -R 3

-R

3 3
R VSIS S LS4 S
3 3 3

67

Demuestra que el volumen del elipsoide obtenido al girar la elipse
2 2

x_ + L =1 es:

a2 2

a) % Ta b? sigira alrededor de OX.

b) % Ta? b sigira alrededor de OY.

a B2
a V=T (bz—xz—z)dx=n~
—a a

=T[.(b2a_a_b2+b2a_a_b2)—i
3

b 2
b)V=T[~J' (&lz—yza—)dy=n-
-b b

2 2
—m a2 - P 2p DA\ A2
3 3 3

68

Determina la funcion y = f(x) sabiendo que su grafica pasa por el punto

P(1, 1), que la tangente en P es paralelaalarecta 3x +3y—1=0 y que
S"(x) = x.

La informacion que tenemos es:

F =1
f)=-1
S = x

Calculamos f"(x):

S0 = %2 +ta

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones Q



Como f'(1) = -1

S = % +a=-1, entonces a = _73

= X3
S =7 =5

Calculamos f(x): f(x) = %3 - %x +b

_ ) _ 7 _x3 3 7
Como f(1) =1, averiguamos que b = 3 ast: f(x) = Y =% + 3

69 Determina el valor del parametro a > 0 de tal manera que el area de la re-
gion del plano limitada por el eje X vy la griafica de la funcion
S0 = a(x + 2)? —(x + 2)3 valga 108.

La funcién corta al eje X en los puntos de abscisa x=-2 y x=a — 2. Nuestros
limites de integracion; buscamos una primitiva:

(x+2)3  (x+2)f
3 4

G(x) = J'[a(x +22—(x+23Ndx=a-
a4l
Gla-2) = D
G(=2)=0

4
_a
Gla-2)-GQ) = B

Como el area tiene que ser 108, igualamos:

4
a—z = 108. De donde obtenemos que: a = 6

70 Halla la ecuacion de una parabola de eje vertical, tangente en el origen de
coordenadas a una recta de pendiente 4 y que delimita con el eje X un re-
cinto de base [0, 3] y area 9.

ey=ax’+bx+c

e Pasapor (0,00 - p@=0 - x=0

.y/(0)=4 — b=4

* Yy =ax®+ 4x
/ \ eEldreaentre 0 y 3 es9, asi:
S ax3 3
0 7 I(ax-+4x)dx= =+ 2x? =9a+18=9
0 0

De donde averiguamos que: a = —1

Asi, la funcién es: y = —x? + 4x

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @



71

72

Halla, si es posible, un nimero entero n, n>2, para el cual
sean iguales las areas de los tres recintos: el rojo y cada uno
de los dos azules.

Para calcular el area central, hallamos la funcion diferencia:

e
Y= Vo — x”
Calculamos su primitiva:

nvxn+1 P

G = _
0 n+1 n+1
G =0
G(1) = n 1 _n-1
n+1 n+1 n+1
G - GOy = =1
n+1

Por otro lado, el area de la zona que limita con OX la obtenemos con la siguiente
funcion:

y=x"

Su primitiva es:

G(x)= xn+1
n+1
G =0
1
G = n+1
G- GOy = ——
n+1

La region que falta tiene el mismo area que esta ultima. Como las areas tienen que
ser iguales, las igualamos:

n-—1 1

n+1 n+1

De donde deducimos que 7 = 2.

Demuestra, utilizando el cilculo integral, que el area del circulo x2 + %<9
es 9T

[
A
O

3
0Area=4~J'\/9—x2 dx
AT | DN 0

e Calculamos G(x) = [V9 — x? dx, mediante un cam-
bio de variable:

T TN
\\l; ] /r

N G(x)=I dx=3~J' dx
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Cambio: X =sent - x=3-senlt — dx=2-cost-dt

3
G(x) =3 ‘J'\/l —sen*t -3cost- dt= 9J'cos2 tdt=

_ cos?t )\ _oll, 1 o _9,,9 o, _

9-]'( )dz‘ 9[2t+4sen t| = S+ 5 sen®t
== arcsen(£)+2 2- 2 =

3 4 3

=2~m’csen(£)+é~x~ =

2 3 2

2

=2~m’csen(£)+x V9 —x

2 3 2

e Por tanto, el drea serd: A =4 - (G(3) — G(0)) = 4 - %—97'[

73 Demuestra, utilizando el cilculo integral, que el drea de la elipse x2 + 4y% =4

es 2TL
e Despejamos y: 4y% =4 — x> -
2
1 2""12:’1 — y2=1—£ — y=i
2
-2 2
-1 2
e Fl drea sera: A =4 J- dx
0
e Calculamos G(x) =J- dx
Cambio: % =sent - x=2-sent - dx=2- costdt

G(x) = J'\/l —sen?t -2costdt= Z‘rcos2 tdt =

=2. J’( + €5 t)dt—J’(l+cosZt)dt—

2
=[+M=arcsen£+£. =
2 2 2
X x - V4 — x?
= arc sen [ =+ —————
2 4

e El drea serd: A =4 - [G(2) - G(O)] = = 2T

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones @
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2
74  Calcula el area encerrada por la elipse de ecuacion f_6 +

¥y
9

2

2| 2 y_= _x_ -
3 E—=9—=1 9 16
2
y2=9 (1—’16—6) - y=13
( \
—4\ J4 e El 4drea es:
4
= A=4~I05~
4
=12J’ dx
0
e Calculamos G(x) =I dx
Cambio: %=sent &~ x=4-sent - dx=4-costdt

G(x) = J’\/l —sen®t - 4costdt = 4J’cos2 tdt =

=4 - J'( + £ Z)dt—J’(Z+26052t)dt—

=2t+sen2¢=2~arcsen(%)+2-%~ =

x - V16 — x2

X
=2 +
ﬂ?"CSQ?’l(4) 3

e El drea serd: A =12 [G(4) — G(0)] = 121t

75 Halla la expresion analitica de la funciéon polinémica de
segundo grado que cortaaleje X en x=1y x=3, yde
la que sabemos que el area sombreada de la figura vale

4/3.
Como cortaaleje X en x=1 yen x =3, hade ser:
S =k (x-1D (x-3) =k (x*—4x+3)
El drea sombreada sera:
1

A= J-/e (X2 —4x+ 3dx =k - [3 —2x2 +3x] =
0

A
3 3
Por tanto, f(x) = x? — 4x + 3.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



PARA PENSAR UN POCO MAS

76 Halla el volumen de un tronco de cono de ra- P
dios r, =7 cm, r,=11cm Yy altura 6 cm. Pa-
ra ello, haz girar alrededor del eje X el seg-
mento adecuado.

2 s . 11
¢Qué ecuacion tiene la recta que sostiene al

segmento rojo? ;Cuales son los limites de in-
tegracion que debes tomar?

La recta pasa por los puntos (0, 7) y (6, 11). Obtenemos su ecuacion:

m=—=—=£ la recta es y=7+£x

6-0 6 3’ 3
Los limites de integracion son x=0 y x = 6.

El volumen sera:

6 6 2
- 2 x =T 2 -
V=T Io(f(x)) dx =T _[0(7 + 3x) dx

6
(49 + Ao+ Aa2) ax =
0 3 9
2 316 .
=T- 49x+zi+4i = 35071 U3.
3 27,

77 Para hallar la férmula del volumen de un tronco de cono, debes proceder
como en el ejercicio anterior, pero con dimensiones variables.

Hazlo para un tronco de cono tal que los radios de sus bases sean r, y r, y
su altura, h. Debes llegar a la f6rmula:

= %T{h(rl2 + 12+ r,)

La recta pasa por los puntos (0, » y (b, r,).

< Hh-h _nhoh Hoh
Obtenemos la ecuacion: m = = O y=nr+ - X

h-0 h h

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones 0



El volumen sera:

b =N
V=T[-J’Orl+( 5 )x
h 7, — 1 \2 r, =7
2~ " 2~ "N
=T[.J'O[r12+(—b ) ._x2+271( - )x
I r2—712.x3+r. r, =1 ~x2h—
1 h 3 1 b 0

r,—=r\2 p3 r,=r
el o0 (55 o

2

dx =

A [ T e S . 2|
=T-h [1+§ (r5+ri =21 - r)+rr,—r;

12,1 0
=T h [— R e SV S
. [r2+ 12+ 17
3 T TN

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones
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