EQUACIONS DE LA RECTA

DOSSIER


UNITAT: EQUACIONS DE LA RECTA
ACTIVITATS WEB DESCARTES: EQUACIONS DE LA RECTA

1. EQUACIONS DE LA RECTA

EXERCICI 1.  ESCENA 1. 

Considerem un punt conegut P( p1 , p2) de la recta, un vector director v=(v1,v2) i un punt genèric X(x,y) que representa tots els punts de la recta.

a) Si a l'escena adjunta anem canviant el valor del paràmetre t i observa els vectors d'origen O, p, p+d, p+2d, p-d, tots ells tenen el seu extrem sobre la recta r ?

b) Així, en general, p+td és un vector que, si es situa amb el seu origen en  el punt …………….. té el seu extrem, X (x,y), sobre la recta …………… i es desplaça sobre ella al variar t. 
	DEFINICIÓ:

Una recta r queda determinada vectorialment per 

· un vector de posició p = OP ( format per un punt de la recta conegut P( p1 , p2) i l'origen O) 
· i un vector director d paral·lel a la recta. 


1.1. EQUACIÓ VECTORIAL DE LA RECTA

	L' equació vectorial de la recta: 
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· (0,0) és l'origen de coordenades 
· X (x,y) és un punt qualsevol variable de la recta 
· p (p1 ,p2)és el vector posició d'un punt P conegut de la recta 
· d (d1,d2)és el vector director conegut, paral·lel a la recta 
· t és un paràmetre. 
Al donar valors a t, obtindrem els diferents punts X(x,y) de la recta


1.2. EQUACIONS PARAMÈTRIQUES DE LA RECTA 
	Si a l' equació vectorial es substitueixen els vectors per les seves coordenades, queda així: 
(x,y) = (p1,p2) + t (d1,d2)
(x,y) = (p1+ t d1, p2 + t d2)
Expressant per separat cada coordenada s'obtenen les equacions paramètriques:
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1.3. EQUACIÓ CONTÍNUA DE LA RECTA

	Si aïllem el paràmetre t de les equacions paramètriques
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Aleshores l'equació que resulta d'igualar les dues expressions, s'anomena equació contínua de la recta 
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1.4 EQUACIÓ EXPLÍCITA DE LA RECTA

	Si partim de l'equació contínua i podem aïllar la y, obtenim una equació de la forma y = mx + n, que és la denominada equació explícita de la recta, on 
· m és el pendent de la recta i 
· n és l' ordenada a l'origen


EXERCICI 2.

a) Parteix de l'expressió de l'equació contínua d'una recta i segueix els diferents passos fins arribar a l'equació explícita de la recta.
b) Quin és el valor de la m que has trobat?
1.5 EQUACIÓ DE LA RECTA PUNT-PENDENT
	Si d'una recta coneixem un punt P(x0,y0) i el seu pendent m, aleshores la seva equació és:y - y0 = m(x – x0)


EXERCICI  3. ESCENA 2
A la següent escena està representada i calculada l'equació de la recta que passa pel punt P(-2,1) i té pendent m = -3/4 = -0.75. 
Pots variar les coordenades del punt P i el pendent m, en els botons inferiors, per veure com varia la gràfica de la recta i la seva equació. Aquesta apareix de forma implícita.
Explica el que veus: 
EXERCICI 4. ESCENA 2
1.- Substitueix en l'equació PUNT-PENDENT, les coordenades de P i el valor de m, i calcula l'equació implícita de la recta.  

2.- Escriu en el teu full l'equació PUNT-PENDENT de la recta que passa pel punt P(4,3) i té de pendent m=1.8  

3.- Calcula la seva equació implícita.  

4.- Comprova-ho a l'escena.
1.6 EQUACIÓ GENERAL DE LA RECTA

	Si partim de l' equació contínua de la recta i ho escrivim en un membre igualat a zero, arribem a una equació del tipus Ax + By + C = 0
Aquesta equació s’anomena equació general o ímplicita de la recta. 



EXERCICI 5.
Troba les equacions paramètriques i la implícita de la recta que passa pels punts A(5,-1) i B(1,4)
EXERCICI 6
1.- Ara escriu en el teu full les equacions paramètriques de la recta que passa pels punts A(5,-1) i B(1,4).
2.- Elimina la t entre les dues equacions paramètriques i calcula l' equació implícita
3.-Dóna a t tres valors diferents, sustitueix-los en les equacions paramètriques, calcula les coordenades dels punts de r en cada cas, i comprova a l'escena que són punts de la recta canviant el valor de t.
 4.- Mou el punt B, canviant el valor de t, i repeteix els apartats 1 i 2 pel nou punt B.  

EXERCICI 7. ESCENA 4.
Troba les equacions paramètriques de la recta 3x - 4y = 10 

1.- Comença buscant dos punts de la recta.  

Primer punt: substituint a l'equació implícita el valor y=-1, trobes el valor de x corresponent a aquest punt de la recta. 
Segon punt: substituint y=2, trobes un altre valor de x del altre punt 

2.- Coneixent dos punts, l'exercici és similar a l'anterior. Escriu en el teu full les equacions paramètriques que trobes.
3.- Dóna tres valors a t, en aquestes equacions, i comprova en l'escena que són punts de la recta triada. 
EXERCICI 8. Troba en el teu full les equacions contínua, explícita i punt pendent de la recta r: 3x - 4y = 10 
EXERCICIS EXTRES: EQUACIONS DE RECTES
EXERCICI 9. EXTRA ( FULL APART)

Donats els punts de coordenades A(-1,7) i B(0,1):
a) Calcula el vector director de la recta que passa per A i B

b) Troba l’equació vectorial i paramètriques de la recta

c) Troba l’equació general de la recta

EXERCICI 10. EXTRA( FULL APART)
Determina quatre punts que pertanyin a la recta d’equació (x,y)=(1,3) + t(2,2)

EXERCICI 11. EXTRA( FULL APART)

Calcula totes les equacions de la recta que passa pels punts A(5,3) i B(4,7) 

EXERCICI 12. EXTRA( FULL APART)

Escriu les equacions de les rectes següents:

a) Recta horitzontal que passa pel punt A(3,5)

b) Recta vertical que passa pel punt B(-3,4)

c) Recta que passa pel punt A(-1,3) i té com a vector director 
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2. PENDENT D’UNA RECTA
ACTIVITATS WEB DESCARTES: PENDENT
2.1 SIGNIFICAT DEL PENDENT D’UNA RECTA

	El pendent d’una recta és la tangent de l’angle que forma la recta amb l’eix d’abscisses ( en el sentit positiu).
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És fàcil veure també, que el pendent d'una recta és l'increment de l'ordenada (y), quan l'abscissa (x) s' incrementa en una unitat.
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I si tenim una recta de vector director (v1,v2) en forma general ax+by+c=0 aleshores el pendent d'una recta es pot trobar 



EXERCICI 1.  ESCENA 1. 

En aquesta escena pots comprovar les dues coses:  

1.- a) Si canvies el valor de x0, veuràs que en qualsevol punt d'una determinada recta, quan la x s'incrementa una unitat, i passa de x0 a x0+1, la y s'incrementa sempre el mateix, m unitats. Escriu en la taula els valors de tres exemples.  

	xo
	xo+1
	y

	
	
	

	
	
	

	
	
	


b) Si canvies el valor de m,  la inclinació de la recta varia? 
c) L'ordenada en l'origen, n, és el valor de y quan x=0, o sigui que la recta talla l'eix Y en el punt (0,n). Pots comprovar-lo variant n en l'escena.

2.-  Com pots veure, es forma un triangle rectangle, on el catet oposat a l'angle a, és …..................i l'adjacent val …..................... Per aquesta raó, com la tangent d'aquest angle a coincideix amb ….................. , aleshores diem que el pendent també control·la la direcció de la recta. 

EXERCICI 2.  ESCENA 2. 

1.- En aquesta escena pots canviar el valor del pendent m, de la recta, i s'aniran dibuixant diferents rectes amb diferents pendents.  Així veuràs més clar el significat del pendent.
a) Observa la diferència entre les rectes de pendent positiva, les de pendent negativa, i les de pendent zero i 
b) Clica sobre el botó de netejar i observa la diferència entre m= 0.5, m=2 i m= 8 i 

c) Neteja l’escena i observa ara la diferència entre m= -0.5, m=-2 i m= -8

d) Escriu la teva conclusió.

LA MEVA CONCLUSIÓ : 

2.- Clica sobre el botó de netejar i canvia el valor de l'ordenada a l'origen n. Digues quina és la diferència hi ha entre rectes de la mateixa pendent amb diferents valors de n. 
2.2. TROBAR EL PENDENT D'UNA RECTA SI PARTIM DE DOS DELS SEUS PUNTS
	El pendent de la recta que passa per P1(x1,y1) i P2(x2,y2) és: 
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EXERCICI 3.  ESCENA 3. 

1.- Clica al botó d'inici de l'escena. 
2.- Copia en el teu full les coordenades dels punts P1(x1,y1) i P2(x2,y2)  i aplica la fórmula que hem donat per trobar el pendent, m. 

	P1(x1,y1)
	P2(x2,y2)
	m.

	
	
	


3.- Comprova el valor de m que t'ha donat, en l'escena.  

4.- Calcula el pendent de la recta que passa pels punts P1(1,2) i P2(4,5). Después introdueix el valor obtingut en l'escena, i a continuació els valors de x1=1 i x2=4, d'aquesta manera comprovaràs els teus càlculs. 
5.- Calcula el pendent de la recta que passa pels punts P1(-2,5) i P2(1,-1). Después introdueix el valor obtingut a l'escena, i a continuació els valors de x1=-2 i x2=1, d'aquesta manera comprovaràs els teus càlculs.  
2.3. FORMA PUNT-PENDENT  DE L'EQUACIÓ D'UNA RECTA 

	Si d'una recta coneixem un punt P(x0,y0) i el seu pendent m, aleshores la seva equació punt- pendent és:  
y -y0 = m(x - x0)   
o equivalentment 
y =y0 + m(x - x0) 



EXERCICI 4.  ESCENA 4. 

A la següent escena està representada i calculada l'equació de la recta que passa pel punt P(-2,1) i té pendent m = -3/4 = -0.75. 
1.- Substitueix en l'equació PUNT-PENDENT, les coordenades de P i el valor de m, i calcula l'equació implícita o general de la recta.  

EQUACIÓ PUNT PENDENT:
EQUACIÓ IMPLÍCITA: 

2.- Escriu en el teu full l'equació PUNT-PENDENT de la recta que passa pel punt P(4,3) i té de pendent m=1.8  
3.- Calcula la seva equació implícita o general.
4.- Comprova-ho a l'escena.
EXERCICI 5.ESCENA 5. 

Troba l'equació d'una recta si coneixes els punts A(-3,1) i B(7,6).

1.-  Partint dels dos punts, primer has de calcular el seu pendent.  
2.- Aplica l'equació PUNT-PENDENT agafant qualsevol dels dos punts coneguts, per exemple A (el resultat final serà el mateix si agafes el punt B).  
3.- Troba l' equació implícita.  

4.- Comprova que agafant el punt B en comptes de l' A, l'equació implícita és la mateixa.
5.- Calcula l' equació de la recta que passa pels punts (-4,5) i (4,2) . 

EXERCICI 6. ESCENA 5. 

1.- Calcula l'equació de la recta que passa pels punts (-2,5) i (7,5). Quin és el pendent en aquest cas? Sense fer cap càlcul, quina seria l'equació i la gràfica si els punts són (1,-2) i (5,-2)? 
2.- Ara els punts són (3,8) i (3,-2). En aquest cas sempre val x=3, per tant l'equació de la recta és x=3. És una recta paral·lela a l'eix Y. No té pendent. No es pot posar de forma explícita ja que s'hauria de dividir entre zero. Prova-ho a l'escena. 
EXERCICI 7. ESCENA 6
1.-Escriu les equacions de les rectes representades en aquesta figura. 

[image: image7.emf]
2.- Per comprovar els resultats, utilitza aquesta escena. En ella apareix dibuixada la recta y = 0, o sigui la que té pendent m=0 i ordenada a l'origen, n=0. 
3.- Quan se li dóna a m i a n els valors obtinguts a la primera recta, aquesta es dibuixarà. Però encara hi serà la recta y=0.  

4.- Quan tinguis les tres dibuixades, mira la figura d'adalt i comprova si tot és correcte.  
EXERCICIS EXTRES: EQUACIONS
EXERCICI 8. EXTRA. (FULL APART)

L’equació de la recta r és y=-x+2

a) Quin és el valor del pendent?

b) Determina les coordenades d’un dels seus vectors directors.

c) Troba dos punts de la recta i dibuixa-la.

d) El punt A(-1,4), pertany a aquesta recta?

EXERCICI 9. EXTRA. (FULL APART)

El pendent d’una recta és m=2 i sabem que passa pel punt A(0,-1)

a) Escriu l’equació general

b) Calcula un vector director i un de paral·lel.

ACTIVITATS WEB DESCARTES: VECTOR NORMAL I ANGLE ENTRE RECTES

3. VECTOR NORMAL

	S'anomena vector normal a una recta a qualsevol vector perpendicular a ella.

· En les equacions de rectes paramètriques [image: image8.emf], el vector (d,-b) és normal a la recta, ja que és perpendicular al seu vector director (b,d):  

Veiem-ho: El producte escalar (d,-b).(b,d) = db-bd = 0

· En les rectes en forma general Ax + By + C = 0 el vector (A,B) és normal a la recta 

Veiem-ho:
Si P(x1,y1) i Q(x2,y2) pertanyen a la recta r, les seves coordenades compleixen l'equació: 

Ax2 + By2 + C = 0 
Ax1 + By1 + C = 0
Restant:    A(x2-x1) + B(y2-y1) = 0  

Per tant, el producte escalar (A,B).(x2-x1,y2-y1) = 0 

És a dir el vector de coordenadas (A,B) és perpendicular a un vector director de r, PQ i, per tant, és normal a r.


EXEMPLE 1. ESCENA 1
Si la recta és [image: image9.png]


 el vector director és v(7,-1) i el vector normal és n(1,7) . 

En aquesta escena l'hem anomenat v(a,b) i n(c,d)  

a. Canvia a i b, per a que sigui v(6,-3)   Veuràs que ara l'angle que forma n amb la recta no és de 90º.
b. Tindràs que canviar c i d per a que sigui n(3,6) i aleshores tindrem l'angle de 90º, o sigui ara n si és perpendicular a la recta. 
Prova de canviar a, b, c i d, de tal manera que l'angle sigui de 90º.

EXERCICI 1. ESCENA 1

1.-Si el vector director és v(5,-1), quin pot ser n? Escriu-lo en el teu full i comprova-ho a l'escena anterior. Escriu també com ha quedat l'equació de la recta. 
2.- Si el vector director és v(-4,2), pot ser el vector normal n(4,8)? Escriu la resposta en el teu full, justifíca-la i comprova-la a l'escena anterior. Escriu també com ha quedat l'equació de la recta. 

3.- Si v=(-3,1), quant ha de valer d per a que n(2,d) sigui un vector normal de la recta. Escriu la teva resposta en el full, justifica-la i comprova-ho a l'escena anterior. Escriu també com ha quedat l'equació de la recta. 

EXEMPLE 2. ESCENA 2
Si Si tenim la recta  5x - 2y + 4 = 0, aleshores un possible vector normal és n=(c,d)=(5,-2) i el vector director pot ser v=(a,b)=(2,5) 
	En general si la recta ve donada en forma implícita: Ax+By+C=0, aleshores un posible vector director serà ( -B, A) i un posible vector normal serà (A,B)

ATENCIÓ: no hi ha un únic vector normal i un vector director d'una mateixa recta.   Es poden agafar d'altres que tinguin la mateixa direcció. 


a. Canvia a i b, per a que sigui v(3,2). Veuràs que ara l'equació de la recta és 2x-3y+4=0.  
b. Si no has canviat n, i sigueixes amb n(5,-2), veuràs que l'angle NO és de 90º. Tindràs que canviar c i d per a que sigui n(2,-3), o sigui c=A=2, d=B=-3, i efectivament n sigui normal a la recta.
c. Es pot veure que si v(3,2) i n(1,-1.5), aleshores  n seguirà essent normal a la recta.  

d. O bé v(1.5,1) i n(-2,3), aleshores  n seguirà essent normal a la recta.  

e. Pots anar seguint canviant v i n, per aconseguir que n sempre sigui normal a la recta, o sigui formi un angle de 90º amb v.
EXERCICI 2. ESCENA 2
1.- Si el vector director és v(-5,1), qui pot ser n? Escriu-lo en el teu full i comprova'l a l'escena anterior. Escriu també com ha quedat l'equació de la recta Ax + By + C = 0. 
2.- Si el vector director és v(-4,2) pot ser el vector normal n(1,2)? Escriu la teva resposta en el teu quadern, justifica-la i comprova-la a l'escana anterior. Escriu també com ha quedat l'equació de la recta. Ara no és c=A i d=B , poden ser també correctes les coordenades de n? Per què? 
3.- Si v=(-3,1), quant ha de valer d per a que n(2,d) sigui un vector normal de la recta. Escriu la resposta en el teu full, justifica-la i comprova-la en l'escena anterior. Escriu també com ha quedat l'equació de la recta. Ara no és c=A i d=B .Poden ser correctes les coordenades de n? Per què? 

EXERCICI 3. EXTRA

Troba el vector normal de les rectes :

a) r : 3x-6y+12=0

b) y= 2x-1
c) (x,y) = (-3,5) + t(1,9)
ACTIVITATS WEB DESCARTES: ANGLE RECTES

4. ANGLE ENTRE DUES RECTES 
	S'anomena angle entre dues rectes al menor dels angles que formen aquestes. 

L'angle A entre dues rectes r1 i r2, es pot trobar a partir dels seus vectors directors d1, d2, o a partir dels vectors normals, n1, n2.
[image: image10.emf]


EXEMPLE 1. ESCENA 1
	Donades dues rectes, r1 i r2, en forma paramètrica, pel que la forma més senzilla de trobar l'angle a que formen és, agafant els seus vectors directors, que ens venen donats en les equacions i calcular el cosinus de l’angle.


Observa que quan l'angle entre els vectors és més gran de 90º, s'agafa l'angle suplementari ja que aquest sempre serà el menor entre les dues. 
Pots fer els càlculs amb la teva calculadora i comprovar-los a l'escena. 
EXERCICI 1. ESCENA 1

1.- Copia en el teu full les equacions de les rectes donades en l'escena anterior, els seus vectors directors, els productes escalars d'aquestos, els mòduls dels mateixos i substitueix tot en la fórmula que ens dóna el cosinus de l'angle que formen les dues rectes. A continuació, copia el resultat de l'escena, comprovant-lo amb la calculadora.

	
	Equació (paramètriques)
	Vector director
	Mòdul ( escriu els càlculs)

	r1
	
	
	

	r2
	
	
	

	Càlcul del producte escalar 
	

	Càlcul de l’angle: 
	

	Angle en l’escena 1.
	


2.- Calcula l'angle que formen les rectes: [image: image11.png]


   i [image: image12.png]



Comprova el resultat a l'escena anterior. 
EXEMPLE 2. ESCENA 2
	Si les rectes venen donades en forma implícita: r1: Ax+By+C=0, y r2: A'x+B'y+C'=0, per trobar l'angle a entre r1 i r2, podem agafar els seus vectors normals n1(A,B) i n2(A',B') i calcular el cosinus de l’angle.


Mou l'extrem del vector n1 (vector normal de r1) , o canvia les seves coordenades en els botons inferiors. D'aquesta forma es canvia la direcció de r1, i per tant, l'angle a de r1 amb r2.  

Pots fer els càlculs amb la teva calculadora i comprovar-los amb els de l'escena. 
EXERCICI 2. ESCENA 2

1.-Copia en el teu full les equacions de la recta donades en l'escena anterior, els seus vectors normals, els productes escalars d'aquests, els mòduls dels mateixos i subtitueix-lo a la fórmula que ens dóna el cosinus de l'angle que formen les dues rectes. A continuació, copia el resultat de l'escena, comprovant-lo amb la calculadora.
	
	Equació (general)
	Vector normal
	Mòdul ( escriu els càlculs)

	r1
	
	
	

	r2
	
	
	

	Càlcul del producte escalar 
	

	Càlcul de l’angle: 
	

	Angle en l’escena 2.
	


2.- Calcula l'angle que formen les rectes:  r1:4x + 2y + 14 = 0  y  r2: x - 2y - 4 = 0
Comprova el resultat a l'escena anterior. 

ACTIVITATS WEB DESCARTES: POSICIONS RELATIVES 1
5. PARAL·LELISME I PERPENDICULARITAT DUES RECTES 
	Dues rectes són paral·leles si tenen la mateixa direcció.
Dues rectes són perpendiculars si formen divideixen el pla en 4 parts iguals ( formen 4 angles rectes)
Tant si tenim les equacions de les rectes en forma vectorial, paramètrica o contínua podem trobar fàcilment un punt i el vector director de la recta. 

EQUACIÓ
PUNT
VECTOR DIRECTOR
Equació vectorial
OX = p+t.d
P = (p1, p2)
d= (d1, d2)
Equacions paramètriques
[image: image13.emf]
Equació contínua
[image: image14.emf]
Aleshores, si (d1, d2) és un vector director de r
· Qualsevol recta amb vector director (d1, d2) o proporcional a ell, (kd1, kd2), k  0, és paral·ela a r o coincideix amb r
· Qualsevol recta amb vector director (d2, -d1) o proporcional a ell, (kd2, -kd1), k 0, és perpendicular a r



EXERCICI 1. ESCENA 1
En aquesta escena tenim una recta r [image: image15.png]+ht
Fdt




 i un punt qualsevol P. 
El punt conegut de r és Q(a,c) i el seu vector director d(b,d). 

Veiem també que estan dibuixades una recta paral·lela i una altra perpendicular a r que passen per P.
1.- Escriu en el teu full les equacions d'una recta paral·lela i una altra perpendicular a r [image: image16.png]


, que passen per  P (9,3) . 

2.- Comprova el resultat en l'escena, canviant el punt P, arrossegant-lo amb el ratolí i canviant els valors de a, b, c y d, amb els botons inferiors. 
5.1. POSICIONS RELATIVES DE DUES RECTES MITJANÇANT SISTEMES
	Donades les rectes  

r1: [image: image17.png]+bt
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 i r2: [image: image18.png]"+h" t
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Per determinar la seva posició relativa de r1 i r2 , cal resoldre el sistema d'equacions amb dues incògnites, t i s. Primer de tot, Igualem la x i la y de les dues rectes utilitzant paràmetres diferents, t i s, per una i altra.
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· Si el sistema resultant té solució única (t0,s0), les rectes es tallen en un punt, que té per coordenades les que s'obtenen quan es substitueix en r1, t per t0, o bé, en r2, t per s0  .
· Si el sistema resultant no té solució, les rectes són paral·leles.
· Si el sistema resultant té infinites solucions, són la mateixa recta.



EXERCICI 2. ESCENA 2

Les rectes que apareixen en l'inici d'aquesta escena són:  

[image: image20.png]


  i[image: image21.png]




En ella podem canviar els valors de a, b, c i d, que corresponguin a la recta r1. ( És a dir, el punt de r1 és (a,c)=(5,0) i el seu vector director és (b,d)=(-1,3)) 
1.- Iguala les x i les y de les dues equacions, anomenant s al paràmetre de r2. Resol el sistema que obtens. T'ha de donar una solució única de de t i s.  

2.- Substitueix t en r1 o s en r2 per trobar el punt P d'intersecció de les dues rectes. La solució la pots trobar a l'escena. Comprova-la. 

3.- En els botons inferiors de l'escena, canvia el valor de b, considera b=2, i el de d, l'agafes com d= -3. Què hem canviat a la recta r1?
4.- Com són ara r1 i r2? Resol el sistema de nou com a comprovació. 

5.- Ara posa a=1, b=-6, c=3 i d=9 . Què ha passat? Resol el sistema ara.  

6.- Com sempre, pots canviar els valors de a, b, c i d, com vulguis i aniràs veient l'efecte en l'escena. 
ACTIVITATS WEB DESCARTES: POSICIONS RELATIVES 2

5.2. POSICIÓ RELATIVA DE RECTES EN FORMA EXPLÍCITA o PUNT-PENDENT.
	RECTES
r1: y = m1x + n1
r1: y - y1= m1(x-x1)
r2: y = m2x + n2
r2: y -y2= m2(x-x2)
ANGLE a
[image: image22.emf]
PARAL·LELES
a = 0º
m1 = m2
PERPENDICULARS
a = 90º
1 + m1.m2 = 0
m1.m2 = -1



EXERCICI 1. ESCENA 1

En la següent escena tenim dues rectes r1: y = m1x + n1    r2: y = m2x + n2
Els valors de m1 i n1 els podem canviar. A l'inici tenim r1: y = -0.2x + 4  i r2: y = 0.5x + 1. 

1.- A l'inici de l'escena m1 = -0.2 i m2 = 0.5 
Amb la calculadora, aplica la fórmula donada per comprovar l'angle a que ens dóna l'escena.  
2.- Introdueix el valor de m1 adient per a que les rectes quedin paral·leles. 
Comprova-ho a l'escena.
3.- Introdueix el valor de m1 adient per a que les rectes quedin perpendiculars. 
Comprova-ho a l'escena.
4.- Fes els càlculs i después comprova a l'escena, l'angle que formen les rectes
r1: x +y + 3 = 0 y r2:x - 2y + 2 = 0 (passa-les primer a forma explícita)  

5.- Escriu l'equació explícita e implícita de la recta paral·lela a r2 que passa pel punt (0,-2). Comprova-ho a l'escena.  

6.- Escriu l'equació explícita i implícita de la recta perpendicular a r2 que passa per l'origen.  

5.3.  Posició relativa de rectes donades en forma general  
	SISTEMA AMB LES RECTES
[image: image23.png]Ax+By +C n}





Solució única
(Es tallen en 1 punt)
Secants
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Perpendiculars

[image: image25.png]


i a més es compleix
A·A' + B·B' =0
No tenen solució
Paral·leles
[image: image26.png]



Infinites solucions
Són la mateixa recta: coincidents
[image: image27.png]



   


En la següent escena tenim dues rectes r: Ax + By + C = 0 i  r': x - 4y + 4 = 0    
Els valors de A, B  i C els podem canviar. A l'inici tenim r: x - 3y + 12 = 0. 

EXERCICI 2. ESCENA 2
1.- Comprova que a l'inici és  [image: image28.png]


 i que per tant, les rectes es tallen en un punt. 
2.- Calcula en el teu full les coordenades del punt d'intersecció de r i r', resolent el sistema entre les seves equacions.  

3.- Si dones els valors A=2, B=-8 i C=16, això és,  

  r: 2x - 8y + 16 = 0
  r': x - 4y + 4 = 0 

 es compleix que [image: image29.png]


, per tant les rectes són paral·leles. Comprova-ho en aquesta escena.  

4.- Si dones els valors A=2, B=-8 i C=8, això és,   

r: 2x - 8y + 8 = 0 
 r': x - 4y + 4 = 0  

es compleix que [image: image30.png]


 per tant r i r' són la mateixa recta ( són coincidents). 
Al comprovar-ho a l'escena dóna la sensació que desapareix una de les rectes, però en realitat, aquestes es superposen, ho notaràs pel color, la blava tapa a la vermella. 
5.- Si r': x - 4y + 4 = 0 intenta esbrinar, sense fer càlculs, la posició entre r i r' en els següents casos:  

a) r: -3x + 12y + 5 = 0 
b) r: -5x + 20y -20 = 0 
c)  r: 2x - 5y -1 = 0En el cas de que es tallin, calcula el punt d'intersecció. Comprova-ho tot en l'escena.   

6.- Inventa valors de A, B i C, per a que les rectes es tallin, siguin perpendiculars, paral·leles o coincidents. Després, comprova-ho a l'escena. 
EXERCICIS EXTRES: POSICIONS RELATIVES DE LES RECTES

EXERCICI 3. EXTRA ( FULL APART)

a) Indica quina és la posició relativa d’aquestes rectes en el pla.

r: x+3y+3=0 i s: x-5y+3=0

b)Calcula una recta paral·lela a r que passa per P(-1,3)

EXERCICI 4. EXTRA ( FULL APART)

Estudia la posició relativa de les següents parelles de rectes:

a) r: 3x+y-7=0 i s: 3x+y+5=0

b) r: x+2y-6=0 i s: 5x-y+40=0

c) r: 2x+3y-1=0 i s: 3x-4y+4=0
d) r: (x,y)= (1,3)+t(1,2) i s: 
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   i  s: (x,y)=(2,0) +t(2,-1)
f) r:
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   i s: x+3y-2=0

EXERCICI 5. EXTRA ( FULL APART)

Quin ha de ser el valor de A per què les rectes r: y= AX+ 6 i s: 4x-2y+12=0 siguin paral·leles?

EXERCICI 6. EXTRA ( FULL APART)

a) Calcula l’equació d’una recta paral·ela a la recta r:2x-5y-3=0 si saps que passa pel punt P(-1,4)

b) Calcula l’equació d’una recta perpendicular a la recta r:2x-5y-3=0 si saps que passa pel punt P(-1,4)

EXERCICI 7. EXTRA ( FULL APART)

Calcula el punt de tall de les rectes 2x-5y-3=0 i x-3=0.

a) Troba una recta paral·lela a 3x+2y -6=0 que passa pel punt de tall anterior.

b) Troba una recta perpendicular a  3x+2y-6 =0 que passi pel punt de tall anterior

ACTIVITATS WEB DESCARTES: DISTÀNCIES
6.  Distàncies

6.1. Distància entre dos punts
	En la unitat de vectors ja havies vist que la distància entre dos punts P(x1,y1), Q(x2,y2) és el mòdul del vector PQ 
dist(P,Q) = |PQ| = [image: image34.png](R —







EXEMPLE 1
Anem a trobar la distància entre els punts P(3,-1) i Q(-1,2) 
dist[PQ]= [image: image35.png]Je1-32 +(2-(1)? = JI6+9=25=5



 

EXERCICI 1. ESCENA 1

1.- Calcula en el teu quadern les coordenades del vector PQ si P(3,-5) i Q(1,4)  

2.-Calcula ara la distància PQ. 

3.- Comprova el resultat en aquesta escena.  

4.- Quines són les coordenades del vector PQ si P(1,4) i Q(3,-5). Quina és ara la distància entre P(1,4) i Q(3,-5)?.

6.2. Distància d' un punt a una recta
	Sigui una recta r:Ax+By+C = 0 i un punt P(a,b), 
· Si el punt P r aleshores dist (P, r) =0
· Si el punt P r aleshores la distància del punt a la recta és: 
dist(P,r)=[image: image36.png]|4a+Bb +C|








EXERCICI 2. ESCENA 2

1.- En aquesta escena, està calculada la distància del punt P(-5,8) a la recta r: 2x -6y + 7 = 0, calcula-la en el teu full aplicant la fórmula i comprova-la. 

2.- Calcula la distància de P(2,-1) a r: x - 3y + 5 = 0, i comprova-la en l'escena. 
3.- Troba la distància de P(2,3) a r:3x+y-1=0, i comprova-la en l'escena.
3.- Calcula la distància de P(7,0) a r: [image: image37.png]


 (primer hauràs de passar r a forma implícita).
Comprova el resultat a l'escana. 

4.- Si calcules la distància de P(3,3) a r: y = 2x - 3 (primer hauràs de passar r a forma implícita), veuràs que resultat igual a zero. Quin és el motiu que passi això? Mira l'escena. 
6.3. Distància entre dues rectes 

	Sigui una recta r:Ax+By+C = 0 i s: A'x + B'y+ C' =0 , 
· Si r i s són secants o coincidents aleshores dist ( r, s) =0
· Si r i s són paral·leles aleshores la distància entre les rectes és igual a la distància d'un punt d'una recta a l'altra recta, és a dir 
dist ( r, s) =dist (P,s) on P(a,b) és un punt de r


EXERCICI 3

Troba la distància entre r: 3y+6 = 1-x i s: 2x+ 6y + 7 = 0 
EXERCICIS EXTRES: DISTÀNCIES
EXERCICI 9. EXTRA ( FULL APART)

Calcula la distància entre els punts A(0,0) i B(4,-2)
EXERCICI 10. EXTRA ( FULL APART)

Calcula el perímetre del triangle amb vèrtexs els punts A(0,1), B(3,6) i C(-2,8).
EXERCICI 11. EXTRA ( FULL APART)

Calcula la distància del punt P( 4,5) a la recta r: x-2y+3=0

EXERCICI 12. EXTRA ( FULL APART)

Calcula la distància entre les rectes r: 2x-3y+4= 0 i s: 6x-9y+10=0

7. LLOCS GEOMÈTRICS (Ampliació)

	S'anomena lloc geomètric a un conjunt de punts que compleixen una certa propietat. 


7.1. MEDIATRIU D'UN SEGMENT

	La mediatriu d'un segment AB és el lloc geomètric dels punts X que equidisten dels seus extrems: 
dist(X,A) = dist(X,B).


Si mous amb el ratolí el punt A i/o el punt B, o canvies les seves coordenades en els botons inferiors, veuràs que els punts X de la mediatriu, sempre restaran a la mateixa distància de A i de B. 

Però també pots veure que la mediatriu talla el segment AB en el punt mig M, i és perpendicular a ell.  

Per aquesta raó, els vectors MX i AB són perpendiculars, o sigui el seu producte escalar és zero. 
Tot això ho pots comprovar a l'escena. 

	Per trobar l'equació de la mediatriu només cal aplicar que dist(X,A)=dist(X,B)


Així a l'inici de l'escena tenim que  A(-3,4), B(1,0) y X(x,y),  aleshores 

[image: image38.png]o3+ (y-dF = Jfx-17 452




I fent les operacions pertinents ens queda l'equació de la recta y = x + 3, que és la mediatriu del segment AB. 
També pots comprovar a l'escena que la recta representada és y = x + 3, doncs té de pendent 1 i d' ordenada a l' origen 3.
EXERCICI 1. ESCENA 1

1.- Troba l'equació de la mediatriu del segment d'extrems A(0,5) i B(4,3). 

2.- Comprova els teus càlculs a l'escena anterior i escriu en el teu full quin és el pendent de la recta obtinguda i l'ordenada a l'origen. 

3.- Calcula el producte escalar dels vectors MX·AB, que si els teus càlculs són correctes t'ha de donar igual a zero, ja que són perpendiculares. 

4.- Calcula les distàncies AX i BX, que pots comprovar a l'escena. 

5.- Calcula les coordenades del punto mig M del segment AB, i comprova'l a l'escena. 

7.2. BISECTRIU D'UN ANGLE 
	La bisectriu d'un angle de costats r1, r2 és el lloc geomètric dels punts X que equidisten de r1 i de r2: 
dist(X,r1) = dist(X,r2). 



Exemple: En el nostre cas ens queda així: [image: image39.png][x+2y-20] [2x+11y+7|
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Però si |A|=|B| es poden donar dos casos: A=B  o  A=-B  

Per tant pot ser:  

11x+2y-20=2x+11y+7  

o bé
11x+2y-20=-2x-11y-7.  

De la segona igualtat resulta: x+y-1=0, que és la bisectriu (recta vermella) que hem representat. Correspon a l'angle que formen dues rectes blaves i que hem representat en color groc.  
De la primera igualtat resulta: x-y-3=0, que és la bisectriu (recta gris) que hem representat. Correspon a l'altre angle que formen les dues rectes blaves, o sigui al suplementari de l'angle groc representat.
Les dues bisectrius es tallen en el mateix punt que ho fan les rectes i són perpendiculars entre sí.
EXERCICI 2. ESCENA 2

El paràmetre m que apareix en aquesta escena és el pendent de la recta vermella. 

Tenim dues rectes, r1 i r2, que es tallen en un punt formant un angle, del que volem trobar la seva bisectriu. 
Les equacions de r1 i r2  poden veure's a l'escena, així com les distàncies d'un punt X de la recta vermella a r1 i r2.
Troba l'equació de la bisectriu, i quan esbrinis el seu pendent, m, introdueix el seu valor a l'escena i comprova que es compleix que:
dist(X,r1) = dist(X,r2)
7.3. CIRCUMFERÈNCIA
	Circumferència de centre C i radi r és el lloc geomètric dels punts, X, on la distància a C és r 

dist (X,C) = r 




Si mous amb el ratolí el punt X, veuràs que la distància de C a X  només és 5 quan X està a la circumferència. 

EXERCICI 3. ESCENA 3

En aquest exercici trobaràs l'equació de la circumferència de centre C(-3,0) i radi r=5.  
	Cal aplicar l'expressió: 

dist(X,C) = r
per arribar a obtenir l'equació de la circumferència que es mostra a la part inferior de l'escena.  
On X(x,y), C(-3,0) y r=5 



7.4.  EL·LIPSE
	El·lipse de focus F1 i F2 i constant k, és el lloc geomètric dels punts, X, en els que la suma de distàncies als focus és k: 
dist(X,F1) + dist(X,F2) = k 




Aquí tenim dibuixada l'el·lipse amb focus F1(-5,2) i F2(4,9) y k=15
Si es desplaça el punt X amb el ratolí, veuràs que només quan X és un punt de l'el·lipse, es compleix que:  
d1 + d2 = 15
Per trobar l'equació de l'el·lipse, només cal aplicar l'expressió:  
dist(X,F1) + dist(X,F2) =15 
on X(x,y), F1(-5,2) y F2(4,9)
Així resulta la següent equació: 

[image: image40.png]b+ o (-
-2 +flx-4) 4 (y-9)% =15




 
8. PROBLEMES
PROBLEMA 1
Els punts P(2,-4) i Q(6,0) són vèrtexs consecutius d'un paral·lelogram que té el centre a l'origen de coordenades. Troba:
a) Els altres dos vèrtexs 
b) Els angles del paral·lelogram 
PROBLEMA 2
Un rombe ABCD té un vèrtex en l'eix de coordenades; els altres vèrtexs oposats són B(3,1) i D(-5,-3). Troba les coordenades dels vèrtexs A i C, i l'àrea del rombe. 
PROBLEMA 3
La recta 2x + y - 4 = 0 és la mediatriu d’un segment que té un extrem en el punt (0,0). Troba les coordenades de l’altre extrem. 
PROBLEMA 4
La recta x + y - 2 = 0 i una recta paral·lela a ella que passa pel punt (0,5) determinen, conjuntament amb els eixos de coordenades, un trapezi isòsceles. Troba la seva àrea. 
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